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Důležitým sledovaným parametrem při výrobě extrudovaného vlákna je jeho pr̊uměr.
Měřeńı této veličiny lze provést za předpokladu kruhovitosti jeho pr̊uřezu pomoćı jedné
sńımaćı kamery. V praxi se ukázalo, že daľśım d̊uležitým parametrem je také ovalita, tedy
jak moc je vlákno zploštělé. V tomto textu se tak bude předpokládat obecněǰśı tvar pr̊uřezu
vlákna a to ve tvaru elipsy. K určeńı ovality je potom zapotřeb́ı již alespoň tř́ı r̊uzných
pohled̊u na zkoumané vlákno. Práce se zabývá zejména analytickým popisem měřeńı ova-
lity vlákna, konkrétně pomoćı dvou rozd́ılných př́ıstup̊u založených na principech lineárńı
algebry a projektivńı geometrie. Z tohoto d̊uvodu je velká část práce věnována právě
těmto odvětv́ım matematiky, zvláště se pak zaměřuje na analytickou teorii kuželoseček.
Kromě toho práce obsahuje i krátkou zmı́nku o technickém provedeńı měřeńı ovality a jeho
možných úskaĺıch.
Abstract
One of the important parameters observed during extruded fibre fabrication is its dia-
meter. The diameter can be measured with a single scanning camera assuming that the
fibre section has a circular shape. As proved in practice, another important parameter
is ovality, that is the rate of fibre flattening. This paper assumes that the fibre section
shape is elliptical. In such a case, at least three different views on examined fibre are
needed. This paper deals with analytical description of fibre ovality measurement using
two different approaches based on the principles of linear algebra and projective geometry.
As a result, a considerable part of the work is devoted to these branches of mathematics
with particular regard to analytical conics theory. Additionally, the work contains a brief
mention of technical realization of ovality measurement and its possible difficulties.
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2.2 Projektivńı rozš́ı̌reńı afinńıho prostoru . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
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3.3.2 Výpočet koeficient̊u pomocné elipsy . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
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Hlavńımi ćıli této práce bylo popsat problematiku měřeńı ovality extrudovaného vlákna,
nastudovat potřebný matematický aparát a vytvořit jednoúčelovou aplikaci umožňuj́ıćı
ovalitu extrudovaného vlákna odhadnout.
Samotná problematika měřeńı ovality (zploštělosti) extrudovaného vlákna pocháźı
z prostřed́ı Laboratoře přenosu tepla a prouděńı při FSI VUT v Brně, kde se toto vlákno
vyráb́ı a zkoumá. Zadáńı této práce pak bylo inspirováno patentem zař́ızeńı na měřeńı ova-
lity pana doc. Ing. Pavla Štarhy, PhD. a pana prof. Ing. Miroslava Raudenského, CSc. (pro
v́ıce informaćı o patentu viz [1]). Kapitola 1 této práce tedy krátce pojednává o extrudo-
vaném vláknu samotném (tj. jeho přibližných rozměrech a materiálu, ze kterého se vyráb́ı),
o zař́ızeńı, které k měřeńı ovality slouž́ı, o technickém provedeńı měřeńı a o jeho možných
nedostatćıch. Dále v této kapitole lze naj́ıt schématický návod, jak vlákno skutečného ne-
dokonalého pr̊uřezu sńımaného soustavou kamer aproximovat pomoćı pr̊uřezu eliptického
tvaru.
Kapitola 2 si klade za ćıl shrnout a popsat poznatky z lineárńı algebry a projek-
tivńı geometrie, které využijeme při řešeńı zadaného problému. Hlavńım účelem této části
je matematicky vystavět analytickou teorii kuželoseček, jej́ıž závěry jsou potřebné pro
výpočet ovality vlákna.
Kapitola 3 pak stav́ı na obsahu předešlých kapitol, aby pomoćı dvou r̊uzných př́ıstup̊u
analyticky popsala samotný výpočet ovality. Obecné principy z oblasti teorie kuželoseček
tedy aplikuje na elipsu, č́ımž ukazuje, jak lze spoč́ıtat jej́ı charakteristiky (tj. délku hlavńı
a vedleǰśı poloosy, polohu středu elipsy nebo úhel jej́ıho natočeńı v̊uči souřadné soustavě),
a tedy i ovalitu zkoumaného vlákna. Kromě obecných zákonitosti, které nab́ıźı předešlá ka-
pitola 2, také zmiňuje některé daľśı doplňuj́ıćı věty potřebné k zavedeńı dvou objevuj́ıćıch
se př́ıstup̊u výpočtu.
V př́ıloze může nakonec čtenář nalézt jednoúčelovou aplikaci modeluj́ıćı princip měřeńı




Extrudované vlákno, které se zkoumá v Laboratoři přenosu tepla a prouděńı při FSI VUT
v Brně, má následuj́ıćı technické parametry:
• materiálem k jeho výrobě bývá polypropylen nebo r̊uzné polyamidy
• vlákno je duté, s vněǰśım pr̊uměrem v rozpět́ı 0,5 až 1,5 mm, nejčastěji to pak bývá
kolem 0,8 mm
1.2 Ovalita vlákna
1.2.1 Motivace k měřeńı ovality
Hlavńı motivaćı ke zjǐst’ováńı ovality vlákna je kontrola kvality. Námi zkoumané extrudo-
vané vlákno se totiž použ́ıvá např́ıklad k výrobě tepelných výměńık̊u a možné zploštěńı
vlákna zp̊usobené extruźı může mı́t negativńı vliv na jeho termodynamické vlastnosti.
Ovalita extrudovaného vlákna je tedy kĺıčovým parametrem pro určeńı jeho správné
funkčnosti.
1.2.2 Zař́ızeńı k měřeńı ovality
Zař́ızeńı, které se v současné době použ́ıvá v Laboratoři přenosu tepla a prouděńı při
FSI VUT v Brně, je schématicky znázorněno na Obrázku 1:
Obrázek 1: Zař́ızeńı k měřeńı ovality
(překresleno podle archivu pana doc. Ing. Pavla Štarhy, PhD.)
Zař́ızeńı se skládá z tř́ı kamer rozmı́stěných dokola po 120◦ a kladkového systému.
Vlákno po extruzi procháźı těmito kladkami a na konci se nav́ıj́ı na kotouče. V jednom
úseku cesty je umı́stěna zmı́něná trojice kamer, která principem středového promı́táńı
sńımá pr̊uřez vlákna, a t́ım i jeho zdánlivé pr̊uměry.
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1.2.3 Předpoklady měřeńı
Z d̊uvodu nepřesně seř́ızené soustavy kamer a zvláště kv̊uli deformaćım vlákna, ke kterým
docháźı během extruze a následného nav́ıjeńı, se úkol stanovit přesně ovalitu vlákna kom-
plikuje. Nejdř́ıve uvažujme dva stavy, ve kterých by se měřićı soustava a zkoumané vlákno
mohly (respektive můžou) octnout:
a) ideálńı stav
• kamery jsou rozmı́stěny po 120◦
• optické osy se prot́ınaj́ı v jednom
mı́stě (střed soustavy)
• kamery jsou stejně vzdáleny od
vlákna
• vlákno má dokonale kruhový
pr̊uřez
• střed (těžǐstě) pr̊uřezu vlákna
splývá se středem soustavy
b) reálný stav
• kamery nejsou rozmı́stěny po 120◦
• optické osy se neprot́ınaj́ı v jed-
nom mı́stě
• kamery jsou r̊uzně vzdáleny od
vlákna
• vlákno nemá dokonale kruhový
pr̊uřez
• střed (těžǐstě) pr̊uřezu vlákna ne-
muśı splývat se středem soustavy
Stav a) nikdy nenastane a pro stav b) se matematický popis problému komplikuje.
Protože soustava kamer je mechanicky seř́ızena poměrně přesně, ale zároveň se vlákno při
pr̊uchodu kladkami může vychylovat do stran, lze předpokládat stav c) definovaný takto:
c) předpokládaný stav
• kamery jsou rozmı́stěny po 120◦
• optické osy se prot́ınaj́ı v jednom
mı́stě (střed soustavy)
• kamery můžou být r̊uzně daleko od
vlákna
• vlákno nemá dokonale kruhový
pr̊uřez
• střed (těžǐstě) pr̊uřezu vlákna ne-
muśı splývat se středem soustavy
Vzhledem k deformaćım zkoumaného vlákna zp̊usobeného pohybem po kladkách
nabývá jeho pr̊uřez tvaru podobného oválu. Přesně matematicky popsat skutečný pr̊uřez
ovšem nelze, a proto budeme dále uvažovat, že t́ımto pr̊uřezem je elipsa, kterou nazveme
aproximaćı vlákna. Schématický postup, jak tuto elipsu naj́ıt, si ukážeme dále.
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1.2.4 Nalezeńı aproximace vlákna
Abychom byli schopni hledáńı parametr̊u pr̊uřezu vlákna popsat analyticky, zavedeme
nejprve v základńım pohledu na měřićı zař́ızeńı (viz Obrázek 1) pravotočivou kartézskou
souřadnou soustavu s počátkem v jej́ım středu:
Obrázek 2: Souřadný systém v měřićı soustavě
Dále je d̊uležité si uvědomit, že kamery sńımaj́ı vlákno středovým promı́táńım. Je tedy
možné naj́ıt parametrická vyjádřeńı př́ımek, které se opticky dotýkaj́ı jeho pr̊uřezu:
Obrázek 3: Optické tečny pr̊uřezu vlákna
Tyto př́ımky nazýváme optické tečny pr̊uřezu vlákna a daj́ı se dle Obrázku 3 parame-
tricky popsat jako
t1 : X1 = S1 + r1v1, t3 : X3 = S2 + r3v3, t5 : X5 = S3 + r5v5,
t2 : X2 = S1 + r2v2, t4 : X4 = S2 + r4v4, t6 : X6 = S3 + r6v6,
(1.1)
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kde Xi, i = 1, . . . , 6, je libovolný bod i-té optické tečny, Sj, j = 1, 2, 3, je optický střed
j-té kamery, vi, i = 1, . . . , 6, je směrový vektor i-té optické tečny a ri ∈ R, i = 1, . . . , 6,
reálná č́ısla.
Máme tedy k dispozici šest př́ımek, které se opticky dotýkaj́ı vláknového pr̊uřezu.
Obecně ovšem nemuśı existovat elipsa, které se dotýká celá šestice př́ımek, protože (jak
bude dále rozvedeno v kapitole 3) každá regulárńı kuželosečka, a tedy i elipsa, je jed-
noznačně určena pětićı tečen splňuj́ıćıch určité předpoklady. Z tohoto d̊uvodu je postup
hledáńı této elipsy následuj́ıćı:
1) Z šestice dostupných př́ımek vybereme všechny jejich možné pětice (vždy zanedbáńım





= 6 r̊uzných pětic optických tečen:
2) Pro každou pětici př́ımek jednoznačně urč́ıme elipsu, které se daná pětice dotýká:
takto určené elipsy pak nazýváme pomocné elipsy pr̊uřezu vlákna.
3) Vypoč́ıtáme charakteristiky každé této elipsy (zvláště hlavńı a vedleǰśı poloosu,
př́ıpadně úhel natočeńı a střed) a u každé charakteristiky urč́ıme jej́ı aritmetický
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pr̊uměr. Elipsou s pr̊uměrnými hodnotami charakteristik bude právě hledaná apro-
ximace vlákna:
Poznámka. Jak můžeme vidět již z obrázku výše, pomocné elipsy se nemuśı dotýkat
vyloučené optické tečny a aproximace vlákna obecně nemuśı mı́t styk s žádnou z optických
tečen. Naproti tomu v př́ıpadě, že zkoumané vlákno by skutečně mělo pr̊uřez tvaru elipsy,
pak by všechny pomocné elipsy byly identické, a tud́ıž i aproximace vlákna by splývala
s libovolnou pomocnou elipsou.
Zde uvedený návod byl ale pouze schématický - neřeš́ıme zde, jak pomocné elipsy
určit ani neuvád́ıme zp̊usob, jakým lze vypoč́ıtat jejich charakteristiky. Metodami k určeńı
těchto elips a jejich charakteristik se bude podrobně zabývat kapitola 3. To by však nešlo
bez znalosti potřebného matematického aparátu, který je shrnut v následuj́ıćı kapitole 2.
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2 MATEMATICKÝ ÚVOD
Neńı-li uvedeno jinak, pak definice, věty a poznámky z této kapitoly jsou čerpány ze
skripta [2]. Důkazy zde zmı́něných vět v této práci obvykle uvedeny nejsou, je možné je
však naj́ıt právě v tomto skriptu.
2.1 Komplexńı rozš́ı̌reńı prostoru
V analytické geometrii se obvykle prostory (vektorové, afinńı, euklidovské) uvažuj́ı pouze
nad tělesem reálných č́ısel. Pro potřeby teorie kuželoseček se však reálné prostory jev́ı jako
nedostatečné. Ukážeme si, proč. V lineárńı geometrii, např. v euklidovské rovině, plat́ı,
že dvě souřadnicové lineárńı rovnice určuj́ı stejný geometrický objekt (nadrovinu) tehdy
a jen tehdy, lǐśı-li se o nenulový násobek. Mějme ale dvě rovnice 2. stupně
x2 + y2 = 0, (1)
3x2 + 2y2 = 0, (2)
kde [x; y] jsou souřadnice bodu v rovině vzhledem k nějakému ortonormálńımu repéru. Je
zřejmé, že oběma rovnićım vyhovuj́ı pouze souřadnice počátku, tj. určuj́ı stejnou množinu
v euklidovské rovině, ačkoli rovnice (2) neńı násobkem rovnice (1). V této kapitole proto
zavedeme takzvané komplexńı rozš́ı̌reńı reálného prostoru tak, abychom doćılili toho, že
i dvě rovnice 2. stupně určuj́ı tutéž množinu právě tehdy, lǐśı-li se o nenulový násobek.
2.1.1 Komplexńı rozš́ı̌reńı vektorového prostoru
Předpokládejme, že V je vektorový prostor konečné dimenze n nad tělesem reálných č́ısel.
Podobným zp̊usobem, jako se v teorii č́ısel sestroj́ı komplexńı rozš́ı̌reńı tělesa reálných
č́ısel v těleso komplexńıch č́ısel, sestroj́ıme i komplexńı rozš́ı̌reńı vektorového prostoru V .
Uvažujme množinu V ×V a definujme na ńı operaci sč́ıtáńı a násobeńı komplexńım č́ıslem
následuj́ıćım zp̊usobem
(a,b) + (c,d) = (a + c,b + d), (2.1)
(α + iβ)(a,b) = (αa− βb, αb + βa), (2.2)
Snadno se ověř́ı, že V × V spolu s operacemi sč́ıtáńı a násobeńı komplexńımi č́ısly de-
finovanými vztahy (2.1) a (2.2) je vektorovým prostorem nad tělesem komplexńıch č́ısel
C.
Definice 2.1. Množinu V × V s operacemi sč́ıtáńı a násobeńı komplexńımi č́ısly defi-
novanými vztahy (2.1) a (2.2) budeme nazývat komplexńı rozš́ıřeńı reálného vektorového
prostoru V a označovat V C.
Poznámka. V je podmnožina ve V C, ale ne vektorový podprostor, protože V je definováno
nad R a V C nad C.
Nyńı můžeme každý vektor (u,v) ∈ V C psát následuj́ıćım zp̊usobem
(u,v) = (u,o) + (o,v) = (u,o) + i(o,v) = u + iv
Vektor u ∈ V budeme nazývat reálnou složkou (část́ı) a vektor v ∈ V imaginárńı složkou
(část́ı) vektoru w = u+ iv ∈ V C a označovat u = Re(w), v = Im(w). Nulovým vektorem
V C je (o,o) = o + io = o.
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Věta 2.1. Vektory u1, . . . ,uk ∈ V jsou lineárně nezávislé v prostoru V tehdy a jen tehdy,
jsou-li lineárně nezávislé v prostoru V C.
Věta 2.2. Každá báze prostoru V je i báźı prostoru V C.
Definice 2.2. Každá báze prostoru V C, která je současně i báźı V , se nazývá reálná báze.
Věta 2.3. Bud’ U podprostor vektorového prostoru V . Potom UC je podprostorem vek-
torového prostoru V C.
Definice 2.3. Podprostor W vektorového prostoru V C, který je komplexńım rozš́ı̌reńım
podprostoru U ⊆ V , se nazývá reálný podprostor a označujeme ho UC.
Ne každý podprostor ve V C je reálný, ale každý podprostor ve V C obsahuje nějaký
reálný podprostor, minimálně triviálńı podprostor {o}.
Vektory u + iv a u − iv se nazývaj́ı vektory komplexně sdružené. Je-li w ∈ V C,
budeme komplexně sdružený vektor označovat w. Je-li W ⊆ V C vektorový podprostor,
je W = {w|w ∈ W} vektorový podprostor nazývaný podprostor komplexně sdružený
k podprostoru W.
Pro komplexně sdružené vektory ve V C plat́ı vztahy obdobné vztah̊um pro komplexně
sdružená č́ısla. Pro w, w′ ∈ V C, k ∈ C plat́ı
w + w′ = w + w′,
kw = kw,









Věta 2.4. Vektorový podprostor W ⊆ V Cje reálný právě tehdy, když W = W .
Důsledek 2.1. Necht’ W je podprostor ve V C. Potom maximálńı reálný podprostor obsažený
ve W je W ∩W .
Věta 2.5. Necht’ V a U jsou reálné vektorové prostory a φ : V −→ U je lineárńı zobrazeńı.
Potom existuje právě jedno lineárńı zobrazeńı ϕC : V C −→ UC takové, že pro každý vektor
x ∈ V je ϕC(x) = ϕ(x). Je-li lineárńı zobrazeńı ϕ prosté, je i lineárńı zobrazeńı ϕC prosté
a je-li ϕ surjektivńı, je i ϕC surjektivńı.
Definice 2.4. Zobrazeńı ϕC definované ve Větě 2.5 se nazývá komplexńı rozš́ıřeńı lineárńıho
zobrazeńı ϕ.
Věta 2.6. Pro libovolné lineárńı zobrazeńı ϕ z V do U jsou matice Aϕ a AϕC vzhledem
k reálným báźım ve V C a UC totožné.
Poznámka. Je třeba si uvědomit, jaký je rozd́ıl mezi souřadnicovým vyjádřeńım libo-
volného lineárńıho zobrazeńı z V C do UC a komplexńım rozš́ı̌reńım lineárńıho zobrazeńı
z V do U . Zat́ımco matice komplexńıho rozš́ı̌reńı reálného lineárńıho zobrazeńı vzhledem
k reálným báźım je definována nad R, je obecně matice libovolného lineárńıho zobrazeńı
z V C do UC definována nad C.
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2.1.2 Komplexńı rozš́ı̌reńı reálného afinńıho prostoru
Definice 2.5. Necht’ A je neprázdná množina, jej́ıž prvky nazýváme body ; necht’ V je
vektorový prostor nad tělesem R reálných č́ısel a dále necht’ −→ : A×A −→ V je zobrazeńı
splňuj́ıćı:
(1) Pro libovolný bod A ∈ A a libovolný vektor u ∈ V existuje jediný bod B ∈ A
s vlastnost́ı −→(A,B) :=
−→
AB = u .







Potom trojice (A, V,−→ ) se nazývá afinńı prostor (dále budeme psát jen A). Vektorový
prostor V se nazývá zaměřeńı afinńıho prostoru A a označuje se Z(A).
Je-li dim V = n, pak ř́ıkáme, že afinńı prostor A je n-rozměrný (nebo též dimenze n),
a ṕı̌seme dim A = n (nebo označujeme zkráceně An).
Je-li dim A = 1 (respektive 2, respektive 3), nazýváme afinńı prostor A afinńı př́ımkou
(respektive afinńı rovinou, respektive afinńım prostorem). [3]
K zavedeńı komplexńıho rozš́ı̌reńı reálného afinńıho prostoru z Definice 2.5 nám po-
slouž́ı následuj́ıćı věta.
Věta 2.7. Bud’ AC = A × V a zobrazeńı −→C : AC × AC −→ V C (komplexńı rozš́ıřeńı






XY + i(v − u)
kde X, Y ∈ A, u,v ∈ V . Potom trojice (AC, V C,−→C ) je komplexńı afinńı prostor.
Definice 2.6. Komplexńı afinńı prostor AC sestrojený ve Větě 2.7 nazýváme komplexńı
rozš́ıřeńı reálného afinńıho prostoru A.
Definice 2.7. Bud’ B afinńı podprostor v A a W jeho zaměřeńı. Potom množinu B ×W
nazýváme komplexńı rozš́ıřeńı podprostoru B a znač́ıme ji BC.
Je zřejmé, že BC je afinńım podprostorem v AC. Obráceně ale neplat́ı, že každý afinńı
podprostor v AC je komplexńım rozš́ı̌reńım nějakého afinńıho podprostoru v A. Např́ıklad
bod X + iu ∈ ACje afinńım podprostorem v AC a pro u 6= o neńı komplexńım rozš́ı̌reńım
žádného podprostoru v A. Afinńı podprostor v AC, který vznikl jako komplexńı rozš́ı̌reńı
afinńıho podprostoru v A, budeme nazývat reálný afinńı podprostor.
Ke každému bodu X + iu ∈ AC můžeme sestrojit bod X − iu ∈ AC Tento bod
budeme nazývat komplexně sdružený k bodu X + iu. Jsou-li dva body z AC navzájem
komplexně sdruženy, pak jejich souřadnice v libovolné reálné afinńı souřadné soustavě
v AC jsou uspořádané n-tice navzájem komplexně sdružených č́ısel. Je–li B afinńı podpro-
stor v AC určený bodem B ∈ AC a zaměřeńım W ⊂ V C, je podprostor určený bodem B
a zaměřeńım W afinńı podprostor komplexně sdružený k afinńımu podprostoru B a bu-
deme ho označovat B. Podprostor B je reálný právě tehdy, je–li B ≡ B.
Obecně mohou podprostory B = B,W a B = B,W mı́t nejr̊uzněǰśı vzájemné polohy.
Mohou být mimoběžné, rovnoběžné i r̊uznoběžné. V př́ıpadě, že jsou r̊uznoběžné, je jejich
pr̊unik reálný podprostor.
Určováńı vzájemných poloh, pr̊uniku a součtu podprostor̊u je stejné jako v reálném
př́ıpadě.
Věta 2.8. Mějme dány reálné afinńı prostory An a Am a afinńı zobrazeńı
f : An −→ Am. Potom existuje právě jedno afinńı zobrazeńı fC : ACn −→ ACm takové, že
fC(X) = f(X) pro každý bod X ∈ An.
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Definice 2.8. Zobrazeńı fC definované ve Větě 2.8 se nazývá komplexńı rozš́ıřeńı afinńıho
zobrazeńı f
Poznámka. Plat́ı ϕCf = ϕfC .
Každá afinńı souřadná soustava v An určuje současně reálnou afinńı souřadnou sou-
stavu v ACn . Z předchoźı poznámky a Věty 2.6 vyplývá, že souřadnicová vyjádřeńı
reálného afinńıho zobrazeńı a jeho komplexńıho rozš́ı̌reńı jsou vzhledem k reálným afinńım
souřadným soustavám v ACn (respektive v ACm) totožná. To znamená, že matice kom-
plexńıho rozš́ı̌reńı afinńıho zobrazeńı má v reálných afinńıch souřadných soustavách reálné
koeficienty na rozd́ıl od matice obecného afinńıho zobrazeńı z ACn do ACm, jej́ıž koeficienty
jsou komplexńı č́ısla.
2.2 Projektivńı rozš́ı̌reńı afinńıho prostoru
V teorii kuželoseček a kvadrik hraj́ı d̊uležitou úlohu nevlastńı body, které si lze intuitivně
představit jako body, ve kterých se prot́ınaj́ı rovnoběžné př́ımky. Tyto body ovšem nepatř́ı
do afinńıho prostoru a při použit́ı afinńıch souřadnic se nedaj́ı souřadnicově vyjádřit. Proto
v této kapitole zavedeme pojem projektivńıho rozš́ı̌reńı afinńıho prostoru, v němž budeme
moci pracovat také s nevlastńımi body, které můžeme vyjádřit rovněž pomoćı souřadnic.
2.2.1 Projektivńı prostory
V této kapitole Vn+1 je (n + 1)-rozměrný vektorový prostor nad tělesem T (dále bude T
bud’ těleso reálných nebo komplexńıch č́ısel).
Definice 2.9. Množinu Pn všech jednorozměrných podprostor̊u vektorového pro-
storu Vn+1 nazveme n-rozměrným projektivńım prostorem nad tělesem T. Jeho prvky
nazýváme body. Vn+1 nazýváme aritmetickým základem (nosičem) prostoru Pn. Vektor
x ∈ V,x 6= o, který generuje bod X = 〈x〉 = {αx, α ∈ T} ∈ Pn nazýváme aritmetickým
zástupcem bodu X.
Poznámka. Každý bod A ∈ Pn má nekonečně mnoho aritmetických zástupc̊u, protože jed-
nodimenzionálńı podprostor má nekonečně mnoho báźı. Je-li a aritmetickým zástupcem
bodu A, tj. A = 〈a〉, je i αa, α ∈ T, α 6= 0, aritmetickým zástupcem bodu A.
Poznámka. Přesněji by mělo být řečeno, že projektivńım prostorem je dvojice (Pn, Vn+1).
Pokud nemůže doj́ıt k záměně vektorového prostoru Vn+1, budeme psát jen Pn.
Definice 2.10. Body A1 = 〈a1〉, . . . , Ak = 〈ak〉 nazveme lineárně nezávislé (závislé),
jestliže jsou lineárně nezávislé (závislé) vektory a1, . . . , ak. Řekneme, že bod A = 〈a〉
je lineárńı kombinaćı bod̊u A1; . . . ;Ak, jestliže vektor a je lineárńı kombinaćı vektor̊u
a1, . . . , ak. Je-li a = α1a1 + . . .+ αkak, ṕı̌seme formálně A = α1A1 + . . .+ αkAk.
Poznámka. Z vlastnost́ı vektorových prostor̊u vyplývá, že v Pn existuje nejvýše (n + 1)
lineárně nezávislých bod̊u.
Poznámka. Lineárně nezávislé body budeme také nazývat body v obecné poloze.
Definice 2.11. Aritmetickou báźı projektivńıho prostoru Pn rozumı́me libovolnou bázi
u1, . . . ,un+1 vektorového prostoru Vn+1. Geometrickou báźı (projektivńım repérem) pro-
storu Pn rozumı́me libovolnou (n+2)-tici bod̊u 〈O1; . . . ;On+1, E〉 takových, že libovolných
(n+ 1) z nich je lineárně nezávislých. Body O1; . . . ;On+1 nazýváme základńı body a bod
E jednotkový bod geometrické báze.
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Věta 2.9. Je-li u1, . . . ,un+1 aritmetická báze prostoru Pn, potom
〈〈u1〉, . . . , 〈un+1〉, 〈u1 + . . .+ un+1〉〉
je geometrická báze Pn.
Definice 2.12. Necht’ X ∈ Pn je bod, 〈O1; . . . ;On+1, E〉 je geometrická báze Pn taková,
že O1 = 〈u1〉, . . . , On+1 = 〈un+1〉, E = 〈u1 + . . .+ un+1〉〉. Necht’ X = 〈x〉, kde
x = x1u1 + . . .+ xn+1un+1
xi ∈ T. Potom uspořádanou (n + 1)-tici (x1, . . . , xn+1) prvk̊u z T nazveme projektivńımi
homogenńımi souřadnicemi bodu X vzhledem ke geometrické bázi 〈O1; . . . ;On+1, E〉.
Věta 2.10. Necht’ bod X ∈ Pn má vzhledem k libovolné geometrické bázi 〈O1; . . . ;On+1, E〉
projektivńı homogenńı souřadnice (x1; . . . ;xn+1). Potom
(i) alespoň jedno z č́ısel x1; . . . ;xn+1 je nenulové,
(ii) (y1; . . . ; yn+1) jsou také projektivńı homogenńı souřadnice bodu X
vzhledem ke geometrické bázi 〈O1; . . . ;On+1, E〉 tehdy a jenom tehdy, když existuje α ∈ T,
α 6= 0, takové, že yi = αxi, i = 1, . . . , n+ 1.
Věta 2.11. Body A1; . . . ;Ak jsou lineárně nezávislé tehdy a jenom tehdy, když matice,
jej́ı̌z řádky či sloupce tvoř́ı souřadnice bod̊u A1; . . . ;Ak vzhledem k nějaké geometrické bázi,
má hodnost k.
Definice 2.13. Necht’ (Pn, Vn+1) je projektivńı prostor a Wk+1 je (k + 1)-rozměrný pod-
prostor ve Vn+1, pak množinu všech bod̊u projektivńıho prostoru Pn, jejichž aritmetičt́ı
zástupci patř́ı do Wk+1, nazveme k-rozměrným projektivńım podprostorem prostoru Pn.
Jednorozměrný podprostor nazýváme př́ımka, dvourozměrný rovina a (n − 1)–rozměrný
nadrovina v Pn.
Věta 2.12. Necht’ (Qk,Wk+1) a (Rl, Ul+1) jsou dva podprostory projektivńıho prostoru
(Pn, Vn+1). Pak plat́ı:
(i) množina Qk +Rl = {〈u〉|o 6= u ∈ Wk1 + Ul1} je projektivńım podprostorem v Pn,
(ii) Qk ∩ Rl je projektivńım podprostorem v Pn, přičemž Qk ∩ Rl = {〈u〉|o 6= u ∈
Wk+1 ∩ Ul+1}.
Poznámka. Při označeńı z Věty 2.12 nazýváme podprostor Qk +Rl součtem (spojeńım)
a Qk ∩Rl nazýváme pr̊unikem projektivńıch podprostor̊u Qk a Rl . Z vlastnost́ı součtu
a pr̊uniku vektorových podprostor̊u je zřejmé, že Qk + Rl obsahuje jako podmnožinu
množinové sjednoceńı Qk a Rl . Dále plat́ı dim(Qk +Rl) = k + l− dim(Qk ∩Rl).
Věta 2.13. Necht’ Qk je k-rozměrný podprostor v Pn. Pak
(i) v Qk existuje k + 1 lineárně nezávislých bod̊u,
(ii) libovolných l ≥ k + 2 bod̊u z Qk je lineárně závislých,
(iii) jsou-li A1 = 〈a1〉, . . . , Ak+1 = 〈ak+1〉 lineárně nezávislé body z Qk a X = 〈x〉 ∈ Pn,
pak X ∈ Qk právě tehdy, když x = λ1a1+ . . .+λk+1ak+1 pro nějaká λi ∈ T a alespoň
jedno λi 6= 0.
Důkaz. Vlastnosti (i) a (ii) jsou zřejmé z lineárńı nezávislosti aritmetických zástupc̊u.
(iii) Necht’ Qk má aritmetický základ Wk+1. Potom a1, . . . , ak+1 je báze Wk+1 a tedy,




i=1 λiai a alespoň jedno λi je nenulové. Každý bod X ∈ Qk lze napsat formálně
jako
X = λ1A1 + . . .+ λk+1Ak+1, (2.3)
kdeA1; . . . ;Ak+1 jsou libovolné lineárně nezávislé body zQk. Takovéto zadáńı k-rozměrného
podprostoru pomoćı lineárně nezávislých bod̊u budeme nazývat parametrické zadáńı pod-
prostoru Qk. 
Poznámka. Je-li bod X ∈ Qk vyjádřen jako v rovnici (2.3), budeme ř́ıkat, že X je pro-
jektivńı kombinaćı lineárně nezávislých bod̊u A1; . . . ;Ak+1. Všimněme si, že u projektivńı
kombinace bod̊u klademe na koeficienty λi ∈ T, i = 1, . . . , k+ 1, jedinou podmı́nku, a to,
aby alespoň jedno λi bylo nenulové. To je rozd́ıl proti afinńı kombinaci bod̊u, kterou známe
z afinńı lineárńı geometrie, kde byla podmı́nka, aby součet koeficient̊u byl roven jedné.
Parametrického zápisu projektivńıho podprostoru se často použ́ıvá v př́ıpadě jednodimen-
zionálńıho podprostoru, tj. př́ımky. Je-li př́ımka p určena body A,B ∈ Pn, A 6= B, potom
X ∈ p právě tehdy, když
X = αA+ βB
a alespoň jedno z č́ısel α, β je r̊uzné od nuly.
Věta 2.14. Necht’ Pn je projektivńı prostor a 〈O1; . . . ;On+1, E〉 je jeho geometrická báze.
(i) Necht’ M =
a11 . . . a1n+1... . . . ...
al1 . . . aln+1
 je matice nad T, h(M) ≤ n. Potom množina všech
bod̊u X z Pn, jejichž projektivńı homogenńı souřadnice (x1; . . . ;xn+1) vzhledem ke








(ii) Každý podprostor v Pn lze zadat zp̊usobem popsaným v (i).
Poznámka. Všimněme si, že na rozd́ıl od obecného vyjádřeńı podprostoru v afinńım nebo
euklidovském prostoru, je obecné vyjádřeńı podprostoru v projektivńım prostoru dáno
homogenńımi rovnicemi.
Poznámka. Z předchoźıho obecného vyjádřeńı nadroviny okamžitě vyplývá, že dvě nadro-
viny v Pn bud’ splývaj́ı (v tom př́ıpadě se jejich obecné rovnice lǐśı o nenulový násobek),
nebo maj́ı společný podprostor dimenze (n− 2). V projektivńım prostoru tedy neńı defi-
nován pojem rovnoběžnosti nadrovin.
Přechod od jednoho typu zadáńı podprostoru k druhému je následuj́ıćı. Necht’
k-rozměrný podprostor Qk je zadán obecným vyjádřeńım (2.4). Potom každé řešeńı sou-
stavy (2.4) je tvaru x = c1u1 + . . .+ ck+1uk+1, kde u1, . . . ,uk+1 je fundamentálńı systém
řešeńı (2.4). Potom X = c1〈u1〉+ . . .+ ck+1〈uk+1〉 je parametrické vyjádřeńı Qk. Opačně,
je-li zadáno parametrické vyjádřeńı, muśıme k danému fundamentálńımu systému řešeńı
nalézt př́ıslušný homogenńı systém rovnic. Z algebry v́ıme, že to lze provést vždy a tento
systém rovnic je potom obecným vyjádřeńım podprostoru Qk. Mějme nyńı dvě geomet-
rické báze v Pn
〈O1; . . . ;On+1, E〉, (2.5)
〈O′1; . . . ;O′n+1, E ′〉 (2.6)
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takové, že Oi = 〈ei〉, E = 〈
∑




i〉 Potom vektory e1, . . . , en+1
a e′1, . . . , e
′
n+1 tvoř́ı dvě báze ve Vn+1, a tedy každý vektor e
′
i je lineárńı kombinaćı vektor̊u
e1, . . . , en+1 Maticově to můžeme zapsat formálně ve tvaru
(






e1 . . . en+1
)
Q, (2.7)
kde matice Q je takzvaná matice přechodu od báze e1, . . . , en+1 k bázi e
′
1, . . . , e
′
n+1 a je
tvořena souřadnicemi vektor̊u e′i vzhledem k druhé bázi e1, . . . , en+1 uspořádanými do








a vzhledem k druhé jako
x =
(






Dosad́ıme nyńı za e′1 . . . e
′
n+1 z (2.7) a dostaneme
x =
(






Máme tedy dvě vyjádřeńı vektoru x vzhledem k prvńı bázi. Protože souřadnicová vyjádřeńı







α 6= 0 ∈ T. Matice αQ se nazývá matice přechodu od prvńı geometrické báze k druhé
geometrické bázi. V jej́ıch sloupćıch jsou souřadnice bod̊u O′i vyjádřené vzhledem ke staré




značit sloupcovou matici projektivńıch homogenńıch souřadnic vzhledem ke staré geome-
trické bázi a (X ′) =
 x′1...
x′n+1
 vzhledem k nové geometrické bázi, je (X) = αQ(X ′)
maticový zápis transformačńıch rovnic v projektivńım prostoru.
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2.2.2 Přechod od projektivńıho prostoru k afinńımu
Necht’ Pn je n-rozměrný projektivńı prostor a Vn+1 jeho aritmetický základ. Necht’ N
je nadrovina (tj. podprostor dimenze (n − 1)) v Pn určený vektorovým podprostorem
Un ⊂ Vn+1 Dále budeme N nazývat nadrovinou nevlastńıch bod̊u.
Zvolme geometrickou bázi O1; . . . ;On ∈ N , On+1, E /∈ N , Oi = 〈ei〉, E = 〈
∑
i ei〉,
i = 1, ..., n+1. Označme An := Pn−N . Potom ve zvolené geometrické bázi má N obecné
rovnice xn+1 = 0. Necht’ X = 〈x〉, Y = 〈y〉 ∈ An. Potom
x = x1e1 + . . .+ xn+1en+1, xn+1 6= 0,







, i = 1, . . . , n, a
−−→
XY = (y1 − xi)e1 + . . . + (yn − xn)en. Je
zřejmé, že je takto definováno zobrazeńı −→ : An × An −→ Un. Aby trojice (An, Un,−→ )
tvořila afinńı prostor, muśıme dokázat, že plat́ı následuj́ıćı axiomy afinńıho prostoru:











Ad 1) Necht’ X = (x1, . . . , xn+1), u = α1e1 . . . + αnen. Hledáme Y ∈ An tak, aby−−→





= αi, i = 1, . . . , n.
Známe-li x1, . . . , xn+1 a α1, . . . , αn, jsou těmito rovnicemi určeny y1, . . . , yn+1 až na ne-
nulové násobky, a tedy bod Y je určen jednoznačně svými projektivńımi homogenńımi
souřadnicemi.
Ad 2) Pro každé tři body X, Y, Z ∈ An o souřadnicovém vyjádřeńı X = (x1; . . . ;xn+1),







































Tedy (An, Un,−→ ) je afinńı prostor se zaměřeńım Un a protože dimenze Un je rovna n,
je i dimAn = n. Přitom geometrická báze 〈O1; . . . ;On+1, Ei〉 přejde v afinńı repér
〈On+1; e1, . . . , en〉.
Je-li bod X /∈ N s projektivńımi homogenńımi souřadnicemi (x1; ...;xn+1), potom jeho
souřadnicové vyjádřeńı vzhledem k odpov́ıdaj́ıćımu afinńımu repéru je
[ x1
xn+1




Je-li X = (x1; . . . ;xn, 0) ∈ N v projektivńıch homogenńıch souřadnićıch, potom mu
odpov́ıdá v indukované afinńı souřadné soustavě směr generovaný vektorem (x1; . . . ;xn)
ze zaměřeńı Un.
Poznámka. Popsaná konstrukce závisela v podstatné mı́̌re na zvolené geometrické bázi. Dá
se ovšem ukázat, že at’ zvoĺıme body O1; . . . ;On ∈ N jakkoliv, vzniká popsanou konstrukćı
afinńı prostor totožný s předchoźım.
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2.2.3 Projektivńı rozš́ı̌reńı afinńıho prostoru
Necht’ An = (An, Vn,−→ ) je n-rozměrný afinńı prostor. Označme NA množinu všech
jednodimenzionálńıch podprostor̊u (směr̊u) Vn, tj. NA = {〈u〉|u 6= o,u ∈ V } je
(n− 1)–rozměrný projektivńı prostor. Položme Pn = An ∪ NA. Máme tedy v Pn dva
druhy bod̊u. Ty, které patř́ı do An, budeme nazývat vlastńı body a ty, které patř́ı do NA,
budeme nazývat nevlastńı body. Dokážeme nyńı, že Pn je n-rozměrný projektivńı prostor.
Definujme Wn+1 = Vn⊕〈e〉, e /∈ Vn, vektorový prostor dimenze (n+1) a P ′n, j́ım určený
n-rozměrný projektivńı prostor. Muśıme dokázat, že Pn a P ′n jsou izomorfńı. Uvažujme
zobrazeńı ι : Pn −→ P ′n definované následuj́ıćım zp̊usobem:{
ι(X) = 〈e +
−−→
OX〉 pro X ∈ An a pevný bod O ∈ An
ι(〈x〉) = 〈x〉 pro 〈x〉 ∈ NA
Nyńı muśıme dokázat, že ι je bijekce (tedy že je injektivńı i surjektivńı zároveň).
1) Injektivita. Na NA jde o identitu, a tedy o prosté zobrazeńı. Necht’ X, Y ∈ An
jsou dva body takové, že ι(X) = ι(Y ). Potom 〈e +
−−→
OX〉 = 〈e +
−−→
OY 〉, a tedy existuje
α 6= 0 takové, že α(e +
−−→
OX) = e +
−−→




OY = o. Součet











XY = o, což implikuje X = Y . Plat́ı tedy, že ι je prosté i na An. Pro
X ∈ An a Y ∈ NAje z definice ι(X) 6= ι(Y ), a tedy ι je prosté zobrazeńı.
2) Surjektivita. Necht’ w ∈ Wn+1. Potom existuj́ı v ∈ Vn a β ∈ T taková, že
w = v + βe.
a) Necht’ β = 0, potom w = v a ι(〈v〉) = 〈w〉.





Potom ι(X) = 〈e+
−−→
OX〉 = 〈e+ 1
β
v〉 = 〈βe+v〉 = 〈w〉. Protože w ∈ Wn+1 bylo libovolné,
je surjektivita ι dokázána.
Definice 2.14. Projektivńı prostor Pn = An ∪NA budeme nazývat projektivńı rozš́ıřeńı
afinńıho prostoru An a označovat An.
Necht’ Bk = (Bk, Uk,−→ ) je k-rozměrný podprostor afinńıho prostoru An. Potom pro-
jektivńı rozš́ı̌reńı Bk = Bk ∪ NB afinńıho prostoru Bk je k-rozměrným projektivńım pod-
prostorem v projektivńım rozš́ı̌reńı An = An ∪NA afinńıho prostoru An.
Necht’
〈P, e1, . . . , en〉 (2.8)
je afinńı repér v An. Potom




je geometrická báze projektivńıho prostoru An. Je-li bod X ∈ An vlastńı, tj. lež́ı-li
v An, jsou jeho souřadnice vzhledem k afinńımu repéru (2.8) označovány x1; . . . ;xn. Tyto
souřadnice budeme nazývat afinńı nehomogenńı souřadnice bodu X vzhledem k afinńımu
repéru (2.8). Vzhledem k indukované geometrické bázi (2.9) má potom bod X = 〈e+
−−→
PX〉
indukované projektivńı homogenńı souřadnice (x1; . . . ;xn, 1), které jsou ale určeny až na
nenulový násobek, a tedy jakákoliv uspořádaná (n + 1)-tice (x1; . . . ;xn+1) prvk̊u z T ta-
kových, že xn+1 6= 0 a xi = xixn+1 je homogenńımi projektivńımi souřadnicemi vlastńıho
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bodu X ∈ An určenými afinńım repérem (2.8). Tyto souřadnice budeme nazývat afinńı
homogenńı souřadnice bodu X vzhledem k afinńımu repéru (2.8).
Necht’ nyńı X ∈ An je nevlastńı bod, tj. X = 〈x〉, kde x je nenulový vektor ze
zaměřeńıAn. Potom vzhledem k afinńımu repéru (2.8) má vektor x souřadnice (x1; . . . ;xn)
a v indukované geometrické bázi (2.9) na An je bod X = 〈x + 0e〉 vyjádřen souřadnicemi
(x1; . . . ;xn, 0), které budeme nazývat afinńımi homogenńımi souřadnicemi nevlastńıho
bodu vzhledem k afinńımu
Zavedeńı afinńıch homogenńıch souřadnic nám tedy umožňuje pracovat souřadnicově
i s nevlastńımi body, což nehomogenńı souřadnice neumožňovaly. repéru (2.8).
2.3 Bilineárńı a kvadratické formy
V této kapitole se budeme zabývat úvodem do algebraické teorie bilineárńıch a kvadra-
tických forem, které jsou algebraickým základem analytické teorie kuželoseček.
2.3.1 Bilineárńı formy
Necht’ V je vektorový prostor nad tělesem T, kde T je těleso reálných nebo komplexńıch
č́ısel.
Definice 2.15. Zobrazeńı f : V × V −→ T se nazývá bilineárńı forma na vektorovém
prostoru V , jestliže pro každé tři vektory x,y, z ∈ V a každé α ∈ T plat́ı
(1) f(x + y, z) = f(x, z) + f(y, z),
(2) f(x,y + z) = f(x,y) + f(x, z),
(3) f(αx,y) = f(x, αy) = αf(x,y).
Podmı́nky (1)–(3) se daj́ı také vyjádřit tak, že při pevně zvoleném vektoru u ∈ V
jsou zobrazeńı f(−,u) : V −→ T a f(u,−) : V −→ T lineárńı. Je tedy f lineárńı v obou
složkách a takovéto zobrazeńı se nazývá bilineárńı zobrazeńı.
Poznámka. Podmı́nky (1)–(3) z Definice 8.1 se daj́ı vyjádřit ekvivalentně také podmı́nkami
(1’) f(α1x1 + . . .+ αkxk,y) = α1f(x1,y) + . . .+ αkf(xk,y),
(2’) f(x, α1y1 + . . .+ αkyk) = α1f(x,y1) + . . .+ αkf(x,yk).
Poznámka. Zúžeńı bilineárńı formy f na podprostor V ′ je bilineárńı forma na V ′.
Př́ıklad 2.1. Skalárńı součin na reálném vektorovém prostoru je př́ıkladem bilineárńı
formy.
Př́ıklad 2.2. f(x,y) = 0,∀x,y ∈ V , je takzvaná nulová bilineárńı forma.
Př́ıklad 2.3. Necht’ V = R2, zobrazeńı fi : R2 × R2 −→ R zadaná předpisem
f1(x,y) = x1y1 − 2x2y2 + 3x1y2,
f2(x,y) = x1y1 + x2y2,
f3(x,y) = x1y1 + x1y2 + x2y1 + 2x2y2,
f4(x,y) = x1y2 − x2y1
jsou bilineárńı formy na V . Zobrazeńı
f5(x,y) = x2 − y1 + x1y2
neńı bilineárńı formou.
Definice 2.16. Řekneme, že bilineárńı forma f na V je symetrická, respektive anti-
symetrická, jestliže pro každé dva vektory x,y ∈ V plat́ı f(x,y) = f(y,x), respektive
f(x,y) = −f(y,x).
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Př́ıklad 2.4. Skalárńı součin je př́ıkladem symetrické bilineárńı formy. Bilineárńı formy
f2 a f3 z Př́ıkladu 2.3 jsou symetrické bilineárńı formy, zat́ımco f4 je antisymetrická
bilineárńı forma.
Definice 2.17. Součtem bilineárńıch forem f, g na V , respektive násobkem bilineárńı
formy f prvkem α ∈ T, nazýváme zobrazeńı h : V ×V −→ T, respektive k : V ×V −→ T,
taková, že pro ∀x,y ∈ V
h(x,y) = f(x,y) + g(x,y),
respektive
k(x,y) = αf(x,y).
Znač́ıme potom h = f + g, respektive k = αf .
Poznámka. Součet i násobek bilineárńıch forem na V jsou opět bilineárńı formy na V
a prostor bilineárńıch forem na V je vektorovým prostorem nad tělesem T.
Věta 2.15. Ke každé bilineárńı formě f na V existuj́ı právě jedna symetrická bilineárńı
forma fS a právě jedna antisymetrická bilineárńı forma fA na V takové, že
f(x,y) = fS(x,y) + fA(x,y).









Je zřejmé, že fS je symetrická a fA je antisymetrická bilineárńı forma a že f = fS + fA.
Necht’ existuje jiná symetrická bilineárńı forma f ′S a antisymetrická bilineárńı forma f
′
A
takové, že f = f ′S + f
′
A. Potom
f(y,x) = f ′S(x,y)− f ′A(x,y),
f(x,y) = f ′S(x,y) + f
′
A(x,y).
Sečteńım dostaneme f ′S(x,y) =
1
2
(f(x,y) + f(y,x)) = fS(x,y). Podobně odečteńım
dostaneme f ′A = fA. 
Necht’ u1, . . . ,un je libovolná báze ve V . Potom x = x1u1 + . . . + xnun, y = y1u1 +



















Definice 2.18. (2.10) je souřadnicovým vyjádřeńım bilineárńı formy f v bázi u1, . . . ,un
a matice Af = (f(ui,uj)) se nazývá matice bilineárńı formy f v bázi u1, . . . ,un.
Poznámka. Bilineárńı forma f je symetrická (antisymetrická) bilineárńı forma právě tehdy,
je-li Af symetrická (antisymetrická) matice.
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Souřadnicové vyjádřeńı vektoru x = (x1; . . . ;xn) vzhledem k libovolné bázi u1, . . . ,un
budeme ztotožňovat s matićı (x) =
x1...
xn









 = (x)TAf (y)























Definice 2.19. Hodnost́ı bilineárńı formy f rozumı́me hodnost matice formy Af v li-
bovolné bázi. Je-li Af regulárńı matice, nazýváme bilineárńı formu f regulárńı, je-li Af
singulárńı, nazýváme i bilineárńı formu f singulárńı.
Věta 2.16. Hodnost bilineárńı formy nezáviśı na zvolené bázi.
Definice 2.20. Necht’ f je symetrická bilineárńı forma na V . Singulárńım vektorem
formy f rozumı́me vektor y takový, že f(x,y) = 0 pro každý vektor x ∈ V .
Poznámka. V př́ıpadě, že f neńı symetrická bilineárńı forma, muśıme definovat zvlášt’
levé a pravé singulárńı vektory.
Vyjádř́ıme-li bilineárńı formu f(x,y) v libovolné bázi, dostaneme z podmı́nky
f(x,y) =
(










 = o ⇐⇒ a11y1 + . . .+ a1nyn = 0...
an1y1 + . . .+ annyn = 0
, (2.11)
kterou muśı splňovat souřadnice singulárńıho vektoru y. Singulárńı vektory tedy tvoř́ı
podprostor ve V , jehož dimenze je n− h(Af ).
Věta 2.17. Necht’ V je reálný vektorový prostor a V C jeho komplexńı rozš́ıřeńı. Ke
každé bilineárńı formě f na V existuje právě jedna bilineárńı forma fC na V C taková, že
fC|V = f .
Definice 2.21. Bilineárńı forma fC na V C definovaná ve Větě 2.17 se nazývá komplexńı
rozš́ıřeńı reálné bilineárńı formy f .
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2.3.2 Kvadratické formy
Definice 2.22. Zobrazeńı F : V −→ T se nazývá kvadratická forma na vektorovém
prostoru V , jestliže existuje bilineárńı forma f taková, že pro každý vektor x ∈ V je
F (x) = f(x,x). Ř́ıkáme potom, že bilineárńı forma f určuje kvadratickou formu F .
Př́ıklad 2.6. Nulová kvadratická forma (tj. F (x) = 0 pro všechna x) je určena libovolnou
antisymetrickou bilineárńı formou.
Př́ıklad 2.7. Je-li V reálný euklidovský vektorový prostor, je zobrazeńı
”
velikost vektoru
na druhou“ kvadratickou formou určenou skalárńım součinem.
Podobně jako pro bilineárńı formy můžeme definovat součet kvadratických forem
a součin kvadratické formy s prvky z T.
(F +G)(x) = F (x) +G(x)
(αF )(x) = αF (x)
Věta 2.18. Ke každé kvadratické formě existuje právě jedna symetrická bilineárńı forma,
která ji určuje.
Definice 2.23. Symetrická bilineárńı forma f určuj́ıćı kvadratickou formu F se nazývá
polárńı bilineárńı forma k F .
Dále automaticky pro danou kvadratickou formu F je f jej́ı polárńı bilineárńı forma.
Př́ıklad 2.8. Skalárńı součin je polárńı bilineárńı forma ke kvadratické formě dané veli-
kost́ı vektoru na druhou.
Definice 2.24. Hodnost́ı kvadratické formy rozumı́me hodnost př́ıslušné polárńı bilineárńı
formy. Ř́ıkáme, že kvadratická forma je regulárńı (singulárńı), je-li regulárńı (singulárńı)
př́ıslušná polárńı bilineárńı forma. Singulárńım vektorem kvadratické formy rozumı́me
singulárńı vektor př́ıslušné polárńı bilineárńı formy.
Necht’ u1, . . . ,un je báze V a
F (x) = f(x,x) =
(





 = (x)TAF (x)
je souřadnicové vyjádřeńı kvadratické formy F , kde AF je symetrická matice nazývaná
matice kvadratické formy F v bázi u1, . . . ,un. Souřadnicově můžeme také psát
F (x) = (a11x1 + . . .+ a1nxn)x1 + . . .+ (an1x1 + . . .+ annxn)xn =
= F1(x)x1 + . . .+ Fn(x)xn,
kde Fi(x) = ai1x1 + . . . + ainxn je takzvaná i-tá lineárńı forma přidružená (asociovaná)
k F .
Ze souřadnicového vyjádřeńı pro singulárńı vektory bilineárńı formy dostaneme, že
vektor x je singulárńım vektorem kvadratické formy F právě tehdy, když
a11x1 + . . .+ a1nxn = 0,
. . .
an1x1 + . . .+ annxn = 0,
(2.12)
to jest právě tehdy, když F1(x) = 0, ..., Fn(x) = 0.
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Definice 2.25. Bázi u1, . . . ,un vektorového prostoru V nazýváme polárńı báźı kvadra-
tické formy F , jestliže pro každé i, j = 1, ..., n, i 6= j, plat́ı f(ui,uj) = 0.
Věta 2.19. Ke každé kvadratické formě existuje polárńı báze.
V souřadnicovém vyjádřeńı má potom Věta 2.19 následuj́ıćı tvar.









qijyj, i = 1, . . . , n,







tj. matice BF kvadratické formy F je diagonálńı.
Definice 2.26. Necht’ F je kvadratická forma na reálném vektorovém prostoru. Ř́ıkáme,
že F je
a) pozitivně definitńı, jestliže pro každý x 6= o je F (x) > 0,
b) pozitivně semidefinitńı, jestliže pro každý x 6= o je F (x) ≥ 0,
c) negativně definitńı, jestliže pro každý x 6= o je F (x) < 0,
d) negativně semidefinitńı, jestliže pro každý x 6= o je F (x) ≤ 0,
e) existuj́ı-li vektory y, z ∈ V takové, že F (y) > 0 a F (z) < 0, ř́ıkáme, že F je
indefinitńı.
Typ kvadratické formy se snadno pozná, je-li forma vyjádřena v polárńı bázi, tj. je-li
jej́ı souřadnicový zápis v kanonickém tvaru
F (x) = a11x
2
1 + . . .+ annx
2
n
Potom kvadratická forma F je pozitivně definitńı, je-li aii > 0, pozitivně semidefinitńı,
je-li aii ≥ 0, negativně definitńı, je-li aii < 0 a negativně semidefinitńı, je-li aii ≤ 0 pro
všechna i = 1, . . . , n. Forma je indefinitńı, existuj́ı-li koeficienty aii > 0 a ajj < 0.






V nových souřadnićıch jsou potom všechny koeficienty u 2. mocnin souřadnic 1, -1,
př́ıpadně 0. Vhodnou permutaćı souřadnic doćıĺıme toho, že souřadnicové vyjádřeńı kva-
dratické formy je tvaru
F (x) = y21 + . . .+ y
2
p − y2p+1 − . . .− y2p+q, p+ q ≤ n
Tento tvar se nazývá normálńı tvar kvadratické formy. Dvojice (p, q) se nazývá signatura
kvadratické formy. Polárńı bázi, ve které má kvadratická forma normálńı tvar, budeme
nazývat normovanou polárńı báźı.
Následuj́ıćı věta je nejd̊uležitěǰśı větou algebraické teorie kvadratických forem a nazývá
se věta o setrvačnosti kvadratických forem.
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Věta 2.21. Normálńı tvar kvadratické formy nezáviśı na lineárńı transformaci souřadnic,
která převád́ı danou kvadratickou formu do normálńıho tvaru.
Poznámka. Jinak řečeno, předchoźı věta ř́ıká, že signatura kvadratické formy je jedno-
značně určena kvadratickou formou a ne jej́ım souřadnicovým vyjádřeńım. Máme-li tedy
dvě kvadratické formy vyjádřeny v souřadnićıch a maj́ı-li tyto formy stejnou signaturu,
jedná se vlastně o tutéž formu vyjádřenou v r̊uzných báźıch.
Věta 2.22. Necht’ F je kvadratická forma na reálném vektorovém prostoru V , pak existuje
právě jedna kvadratická forma FC na V C taková, že FC|V = F .
Definice 2.27. Kvadratická forma FC na V C definovaná ve Větě 2.22 se nazývá komplexńı
rozš́ıřeńı reálné kvadratické formy F.
2.3.3 Ortogonálńı transformace kvadratických forem
V této části práce necht’ Vn je n–rozměrný euklidovský vektorový prostor, tj. reálný vek-
torový prostor se skalárńım součinem. Připomeňme, že skalárńı součin je zobrazeńı
(−,−) : Vn × Vn −→ R
takové, že
(u,v) = (u,v),
(u + v,w) = (u,w) + (v,w),
(αu,v) = (u, αv) = α(u,v),
(u,u) ≥ 0, (u,u) = 0⇔ u = o.
Skalárńı součin je tedy symetrická bilineárńı forma na Vn taková, že odpov́ıdaj́ıćı kva-
dratická forma je pozitivně definitńı. Normovaná polárńı báze př́ıslušná ke kvadratické
formě, která je určena skalárńım součinem, se nazývá ortonormálńı báze. Připomeňme, že
v libovolné ortonormálńı bázi má skalárńı součin souřadnicové vyjádřeńı
(u,v) = u1v1 + . . .+ unvn,
kde u = (u1, . . . , un) a v = (v1, . . . , vn). Maticově lze tento vztah vyjádřit jako
(u)TEn(v),
kde En je jednotková matice řádu n a vektory jsou ztotožněny se sloupcovými maticemi
jejich souřadnic.
Necht’ nyńı F je libovolná kvadratická forma na Vn. Zaj́ımá nás, zda existuje or-
tonormálńı báze Vn taková, že v ńı má F kanonický tvar. Odpověd’ je kladná. Důkaz
existence (který v této práci ovšem vynecháme) i algoritmus hledáńı ortonormálńı báze,
která je současně polárńı vzhledem k F , je založen na dvou větách z teorie matic (nebo
ekvivalentně z teorie lineárńıch zobrazeńı). Nejdř́ıve si připomeneme několik základńıch
pojmů.
Necht’ A = (aij) je libovolná reálná čtvercová matice řádu n. Mějme na Vn pevně
zvolenou bázi. Nenulový vektor u = (u1, . . . , un) se nazývá vlastńım vektorem matice A,
jestliže jeho souřadnice jsou řešeńım soustavy rovnic
a11x1 + . . .+ a1nxn = λx1
. . .
an1x1 + . . .+ annxn = λxn
(2.13)
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pro nějaké λ ∈ R. Maticově můžeme soustavu (2.13) zapsat jako A(u) = λEn(u), což
uprav́ıme na tvar
(A− λEn)(u) = (o) (2.14)
Protože podle předpokladu je u nenulový vektor, má soustava (2.14) nenulové řešeńı právě
tehdy, když
|A− λEn| = 0 (2.15)
Rovnice (2.15) je polynomiálńı rovnićı vzhledem k λ a nazývá se charakteristická rov-
nice matice A. Kořeny charakteristické rovnice se nazývaj́ı vlastńı (charakteristická) č́ısla
(hodnoty) matice A. Dosad́ıme–li reálné vlastńı č́ıslo do soustavy (2.13), je řešeńım ho-
mogenńı soustavy (2.13) nenulový podprostor Vn. Každé nenulové řešeńı bude vlastńım
vektorem př́ıslušným pro danou vlastńı hodnotu. Každý vlastńı vektor určuje jednodi-
menzionálńı podprostor vlastńıch vektor̊u, který nazýváme vlastńı směr určený matićı
A.
Pro studium kvadratických forem na euklidovském vektorovém prostoru maj́ı zásadńı
význam následuj́ıćı dvě věty z teorie matic.
Věta 2.23. Necht’ A je symetrická reálná matice řádu n. Pak všechny kořeny charakte-
ristické rovnice |A− λEn| = 0 jsou reálné.
Poznámka. Protože v dimenzi 2 je charakteristická rovnice kvadratická, dokázali bychom
Větu (2.13) v dimenzi 2 snadno z elementárńıch vlastnost́ı kvadratické rovnice.
Věta 2.24. Necht’ A je symetrická reálná matice řádu n a λ je k–násobný kořen jej́ı
charakteristické rovnice. Pak podprostor řešeńı homogenńı soustavy pro výpočet vlastńıch
vektor̊u př́ıslušných λ má právě dimenzi k.
Věta 2.25. Necht’ u,v jsou vlastńı vektory, které př́ısluš́ı r̊uzným vlastńım č́ısl̊um λ1, λ2
symetrické matice A. Pak u,v jsou kolmé, tj. (u,v) = 0.
Věta 2.26. Necht’ AF a BF jsou matice kvadratické formy F ve dvou r̊uzných orto-
normálńıch báźıch na Vn. Pak |AF − λEn| = |BF − λEn|.
Poznámka. Z Věty 2.26 vyplývá, že charakteristická rovnice matice kvadratické formy je
stejná v libovolné ortonormálńı bázi, můžeme tedy hovořit o charakteristické rovnici kva-
dratické formy. Dále je zřejmé, že i všechny kořeny charakteristické rovnice jsou nezávislé
na zvolené ortonormálńı bázi a jsou to č́ısla, která jsou jednoznačně přǐrazena dané kva-
dratické formě. Budeme je tud́ıž nazývat charakteristická č́ısla kvadratické formy.
Věta 2.27. Ke každé kvadratické formě F na euklidovském vektorovém prostoru Vn exis-
tuje taková ortonormálńı báze Vn, že v ńı má F kanonické rovnice tvaru
F (x) = λ1x
2
1 + . . .+ λnx
2
n, (2.16)
kde λi, i = 1, . . . , n, jsou charakteristická č́ısla kvadratické formy F .
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2.4 Teorie kuželoseček
V této kapitole budeme studovat analytickou teorii kuželoseček v projektivńı rovině
a v projektivńım rozš́ı̌reńı afinńı a euklidovské roviny.
2.4.1 Kuželosečky v projektivńı rovině
Necht’ P2 je dvoudimenzionálńı reálný projektivńı prostor s aritmetickým základem V3.
Necht’ V C3 je komplexńı rozš́ı̌reńı prostoru V3 definované v podkapitole 2.1.1. Projektivńı
komplexńı prostor s aritmetickým základem V C3 budeme nazývat komplexńım rozš́ıřeńım
projektivńıho prostoru P2 a označovat PC2 . Reálnou projektivńı rovinu P2 potom můžeme
uvažovat jako podmnožinu (ne podprostor) v komplexńı projektivńı rovině PC2 , totiž bod
X = 〈x〉 ∈ P2 právě tehdy, když existuje jeho aritmetický zástupce x ∈ V3 ⊂ V C3 . Body X
lež́ıćı v P2 ⊂ PC2 budeme nazývat reálné body a body z PC2 nelež́ıćı v P2 budeme nazývat
imaginárńı body.
Definice 2.28. Necht’ F je nenulová kvadratická forma na V3. Množinu bod̊u
X = 〈x〉 ∈ PC2 takových, že FC(x) = 0, nazýváme kuželosečkou v projektivńı rovině PC2
a znač́ıme K.
Poznámka. Muśıme ukázat, že naše definice má smysl, tj. že má smysl uvažovat body
X = 〈x〉 ∈ PC2 splňuj́ıćı rovnici FC(x) = 0. Uvažujme libovolnou kvadratickou formu
F na vektorovém prostoru V libovolné dimenze definovaném nad tělesem T reálných či
komplexńıch č́ısel. Potom F (αx) = α2F (x) pro všechna α ∈ T. Odtud, je-li F (x) = 0 pro
nějaký nenulový vektor x, je F (αx) = 0 pro všechna α, a tedy opravdu rovnice F (x) = 0
určuje v PC2 množinu bod̊u.
Poznámka. Snadno se nahlédne, že dvě reálné nenulové kvadratické formy F a G určuj́ı
stejnou kuželosečku právě tehdy, když existuje α 6= 0 ∈ R takové, že G = αF . To zna-
mená, že rovnice kuželosečky FC(x) = 0 je dána až na nenulový násobek.
Uvažujme nyńı geometrickou bázi
〈O1 = 〈u1〉, O2 = 〈u2〉, O3 = 〈u3〉, E = 〈u1 + u2 + u3〉〉 (2.17)
prostoru P2. Z definice geometrické báze a vlastnost́ı komplexńıho rozš́ı̌reńı vektorového
prostoru vyplývá, že (2.17) je současně i geometrickou báźı projektivńıho prostoru PC2 .
Přitom bod X je reálný právě tehdy, když jeho projektivńı homogenńı souřadnice vzhle-
dem ke geometrické bázi (2.17) jsou reálná č́ısla a je imaginárńı právě tehdy, když alespoň
jedna souřadnice je komplexńı č́ıslo s nenulovou imaginárńı část́ı. Vyjádřeme nyńı rovnici
kuželosečky K : FC(x) = 0 v geometrické bázi (2.17). Necht’ bod X má v bázi (2.17)
projektivńı homogenńı souřadnice (x1, x2, x3). Potom bod X ∈ K právě tehdy, když
3∑
i,j=1
aijxixj = 0, (2.18)
kde A = (aij) = (f(ui,uj)) je matice kvadratické formy F v bázi u1,u2,u3 prostoru V3.
Dále budeme, kromě rovnice (2.18), použ́ıvat i zápis
K : a11x21 + a22x22 + a33x23 + 2a12x1x2 + 2a13x1x3 + 2a23x2x3 = 0















K : (X)TA(X) = 0.
Protože jsme v definici kuželosečky použili komplexńı rozš́ı̌reńı reálné kvadratické formy,
jsou všechny koeficienty aij v rovnici (2.18) reálná č́ısla, zat́ımco proměnné souřadnice
mohou být i č́ısla komplexńı. Při použit́ı libovolné kvadratické formy bychom dostali
kuželosečky, jejichž reálná část by neodpov́ıdala kuželosečkám definovaným v syntetické
geometrii jako množiny bod̊u daných vlastnost́ı. Je-li K∩P2 = ∅, tj. K neobsahuje žádný
reálný bod, ř́ıkáme, že K je formálně reálná nebo též imaginárńı kuželosečka.
Definice 2.29. Hodnost́ı kuželosečky K : FC(x) = 0 rozumı́me hodnost kvadratické
formy F , to jest jej́ı matice A v libovolné bázi. Matici A budeme nazývat matićı
kuželosečky v dané geometrické bázi, jej́ı prvky koeficienty kuželosečky a determinant
|A| nazýváme diskriminantem kuželosečky. Je-li kvadratická forma F regulárńı, nazveme
kuželosečku K regulárńı (vlastńı) kuželosečkou a je-li F singulárńı kvadratická forma,
nazveme kuželosečku K singulárńı (též nevlastńı či degenerovanou) kuželosečkou. [2, 5]
Věta 2.28. Hodnost kuželosečky nezáviśı na zvolené geometrické bázi.
Věta 2.29. Necht’ je dáno pět r̊uzných reálných bod̊u Ai = 〈ai〉 ∈ PC2 , i = 1, . . . , 5,
takových, že žádné čtyři z nich nelež́ı na jedné př́ımce. Pak existuje právě jedna kuželosečka
K : FC(x) = 0, že Ai ∈ K.
Poznámka. Tvrzeńı Věty 2.29 se dá zobecnit tak, že kuželosečka je určena 5 nezávislými
podmı́nkami, kde jako podmı́nku rozumı́me takovou informaci o kuželosečce, která
v souřadnićıch vede na lineárńı rovnici, kde jako neznámé vystupuj́ı prvky matice
kuželosečky.
Jednoznačnému určeńı kuželosečky pomoćı 5 prvk̊u se pak v́ıce budeme zabývat v ka-
pitole 3.
Definice 2.30. Necht’ K : FC(x) = 0 je kuželosečka. Body P = 〈p〉, Q = 〈q〉 ∈ PC2
se nazývaj́ı polárně sdružené nebo konjugované vzhledem ke kuželosečce K, jestliže
fC(p,q) = 0.
Definice 2.31. Bod P nazveme singulárńım bodem kuželosečky K, je-li polárně sdružen
vzhledem ke K se všemi body roviny. Bod, který lež́ı na kuželosečce K a neńı jej́ım
singulárńım bodem, nazveme regulárńım bodem kuželosečky K.
Věta 2.30. Necht’ K : FC(x) = 0 je kuželosečka a P je jej́ı singulárńı bod. Necht’ Q ∈ K
a Q 6= P. Potom:
(1) Bod P lež́ı na K.
(2) Všechny body př́ımky PQ lež́ı na K.
Věta 2.31. Necht’ kuželosečka K : FC(x) = 0 má v nějaké geometrické bázi v PC2 rov-
nici (2.18), potom bod X je singulárńım bodem k právě tehdy, když jsou jeho projektivńı
homogenńı souřadnice (x1, x2, x3) řešeńım lineárńı soustavy rovnic
a11x1 + a12x2 + a13x3 = 0,
a12x1 + a22x2 + a23x3 = 0,
a13x1 + a23x2 + a33x3 = 0,
tj. F1(x) = 0, F2(x) = 0, F3(x) = 0.
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Věta 2.32. Regulárńı kuželosečka nemá singulárńı body, singulárńı kuželosečka hodnosti
2 má právě jeden reálný singulárńı bod a singulárńı kuželosečka hodnosti 1 má reálnou
př́ımku singulárńıch bod̊u.
Věta 2.33. Necht’ K : FC(x) = 0 je kuželosečka a P = 〈p〉 je bod, který neńı singulárńım
bodem K. Množina všech bod̊u X = 〈x〉 polárně sdružených s bodem P je př́ımka s rovnićı
p : fC(p,x) = 0.
Definice 2.32. Př́ımku p z Věty 2.33 budeme nazývat polárou bodu P vzhledem ke
kuželosečce K a naopak bod P budeme nazývat pólem př́ımky p.
Poznámka. Necht’ má kuželosečka K rovnici (2.18). Potom rovnice poláry bodu
P = (p1, p2, p3) vzhledem ke K je
p : (a11p1 + a12p2 + a13p3)x1 + (a12p1 + a22p2 + a23p3)x2 + (a13p1 + a23p2 + a33p3)x3 = 0
nebo zkráceně
p : F1(p)x1 + F2(p)x2 + F3(p)x3 = 0
Věta 2.34. Necht’ K : FC(x) = 0 je kuželosečka. Lež́ı-li nesingulárńı bod P = 〈p〉 na
poláře nesingulárńıho bodu Q = 〈q〉, pak bod Q lež́ı na poláře bodu P .
Poznámka. Pro regulárńı kuželosečku K je přǐrazeńı pólu a poláry vzájemně jednoznačné
zobrazeńı množiny bod̊u PC2 na množinu př́ımek. Opravdu, je-li p : a1x1 +a2x2 +a3x3 = 0
obecné vyjádřeńı nějaké př́ımky p, potom souřadnice jej́ıho pólu splňuj́ı soustavu rovnic
F1(p) = αa1, F2(p) = αa2, F3(p) = αa3, kde α 6= 0 je č́ıslo. Tato soustava lineárńıch rovnic
pro neznámé souřadnice bodu P má jednoparametrické řešeńı (závislé na parametru α)
právě tehdy, když je matice A regulárńı. Vztah mezi pólem a polárńı př́ımkou je projevem
obecněǰśı zákonitosti, která se nazývá princip duality (tomuto principu se v́ıce věnuje
kapitola 3).
Věta 2.35. Necht’ K je kuželosečka a p je př́ımka. Potom bud’ p je podmnožina K, nebo
p a K maj́ı společné právě dva body. Přitom pro reálnou př́ımku jsou tyto body reálné
r̊uzné, nebo komplexně sdružené, nebo reálné splývaj́ıćı a pro imaginárńı př́ımku jsou
imaginárńı r̊uzné, nebo imaginárńı splývaj́ıćı.
Definice 2.33. Př́ımku p, která neńı př́ımkou singulárńıch bod̊u kuželosečkyK, nazýváme
tečnou kuželosečky K právě když plat́ı bud’ p ⊂ K, nebo p prot́ıná K v dvojnásobném
(regulárńım) bodě. Regulárńı bod, který je pr̊unikem kuželosečky a jej́ı tečny, se nazývá
bodem dotyku.
Věta 2.36. Necht’ P je regulárńı bod kuželosečky K : FC(x) = 0. Potom polára bodu P je
tečnou kuželosečky K s bodem dotyku P . Naopak každá tečna kuželosečky K, na ńı̌z lež́ı
alespoň jeden bod, který neńı singulárńım bodem K, je polárou nějakého regulárńıho bodu
K lež́ıćıho na p.
Poznámka. Geometrická interpretace poláry pro regulárńı kuželosečky nyńı vyplývá z Věty
2.34. Je–li bod P nesingulárńı bod, který nelež́ı na kuželosečce, potom polára bodu P
vzhledem ke kuželosečce K je spojnice bod̊u dotyku tečen, sestrojených ke kuželosečce
z bodu P . Tato vlastnost poláry se dá velice výhodně využ́ıt pro určováńı rovnic tečen
kuželosečky procházej́ıćıch daným bodem. Pro singulárńı kuželosečky obsahuje polára
libovolného (nesingulárńıho) bodu všechny singulárńı body kuželosečky.
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2.4.2 Projektivńı klasifikace kuželoseček
Věta 2.37. Singulárńı kuželosečka hodnosti 1 je tvořena jednou reálnou (dvojnásobnou)
př́ımkou.
Věta 2.38. Singulárńı kuželosečka hodnosti 2 je složena ze dvou př́ımek, které jsou bud’
komplexně sdružené nebo reálné r̊uzné.
Definice 2.34. Př́ımky, které tvoř́ı singulárńı kuželosečku, se nazývaj́ı tvoř́ıćımi př́ımkami
kuželosečky.
Věta 2.39. (Projektivńı klasifikace kuželoseček)
Ke každé kuželosečce K : FC(x) = 0 existuje taková reálná geometrická báze prostoru





3 = 0, (Pk1)
x21 + x
2
2 − x23 = 0, (Pk2)
x21 + x
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2 = 0, (Pk3)
x21 − x22 = 0, (Pk4)
x21 = 0, (Pk5)
Definice 2.35. Rovnici kuželosečkyK z Věty 2.39 nazýváme normálńı rovnićı kuželosečky.
Geometrickou bázi, ve které nabývá rovnice kuželosečky normálńı tvar, nazýváme nor-
movaná polárńı báze kuželosečky K.
Poznámka. Snadno se vid́ı, že kuželosečka určená rovnićı (Pk1) je regulárńı kuželosečka,
která neobsahuje žádný reálný bod. Jedná se tedy o imaginárńı regulárńı kuželosečku.
(Pk2) určuje reálnou regulárńı kuželosečku. (Pk3) a (Pk4) určuj́ı singulárńı kuželosečky
hodnosti 2, které jsou tvořeny dvojićı tvoř́ıćıch př́ımek. Přitom pro (Pk3) jsou tyto př́ımky
komplexně sdružené a pro (Pk4) reálné. (Pk3) obsahuje jediný reálný bod, a to pr̊useč́ık
komplexně sdružených tvoř́ıćıch př́ımek. (Pk5) je singulárńı kuželosečka hodnosti 1, která
je tvořena jednou (reálnou) dvojnásobnou tvoř́ıćı př́ımkou.
2.4.3 Afinńı vlastnosti kuželoseček
V této a daľśı části uvažujeme A2 reálnou afinńı rovinu, AC2 jej́ı komplexńı rozš́ı̌reńı a AC2
projektivńı rozš́ı̌reńı AC2 . Jako kuželosečku v A2 potom rozumı́me kuželosečku AC2 .
Uvažujme na A2 afinńı souřadnou soustavu určenou afinńım repérem
〈O; e1, e2〉. (2.19)





aijxixj = 0, (2.20)










a zkráceně, při označeńı (X) =
x1x2
x3
, pouze (X)TA(X) = 0.














ai3xi + a33 = 0.
nebo, při obvykleǰśım označeńı nehomogenńıch souřadnic X = [x; y],
K : a11x2 + 2a12xy + a22y2 + 2a13x+ 2a23y + a33 = 0. (2.21)





















+ a33 = 0, (2.22)











stanty a = a33, maticově
K : (X̄)T Ā(X̄) + 2(a)T (X̄) + a = 0. (2.23)
Uvědomme si, že rovnice (2.22) a (2.23) určuj́ı pouze vlastńı body kuželosečky. Pokud
budeme pracovat s nevlastńımi body, muśıme použ́ıt afinńıch homogenńıch souřadnic
a rovnici kuželosečky (2.20).
Definice 2.36. Bod S se nazývá střed kuželosečky K, je-li vzhledem ke K polárně sdružen
se všemi nevlastńımi body.
Poznámka. Každý singulárńı bod kuželosečky je jej́ım středem. Střed kuželosečky, který
neńı jej́ım singulárńım bodem, má za svou poláru nevlastńı př́ımku.
Věta 2.40. Necht’ má kuželosečka K v afinńıch homogenńıch souřadnićıch vzhledem
k afinńımu repéru (2.19) rovnici K : (X)TA(X) = 0. Bod S = [s1; s2; s3] je středem
kuželosečky k právě tehdy, když plat́ı
a11s1 + a12s2 + a13s3 = 0,
a12s1 + a22s2 + a23s3 = 0,
(2.24)
tj. F1(s) = 0, F2(s) = 0.
Poznámka. Soustava (2.24) má v homogenńıch souřadnićıch vždy nenulové řešeńı. Podle
hodnosti soustavy (2.24) může mı́t kuželosečka právě jeden reálný střed, reálnou př́ımku
střed̊u, nebo každý bod roviny je středem. Posledńı možnost nastává pouze tehdy, když
jediný nenulový koeficient matice kuželosečky je a33, tj. pouze tehdy, je–li kuželosečka
tvořena dvojnásobnou nevlastńı př́ımkou.
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Přepsáńım soustavy (2.24) do nehomogenńıch souřadnic dostaneme soustavu pro
výpočet vlastńıch střed̊u kuželosečky K
a11s̄1 + a12s̄2 + a13 = 0,
a12s̄1 + a22s̄2 + a23 = 0,
(2.25)
kterou maticově zapisujeme Ā(S̄) + (a) = (o). Nehomogenńı soustava (2.25) nemuśı mı́t
řešeńı, tj. kuželosečka K nemuśı mı́t vlastńı střed.
Definice 2.37. Kuželosečka, která má alespoň jeden vlastńı střed, se nazývá středová
kuželosečka. Kuželosečka, která nemá vlastńı střed, se nazývá nestředová kuželosečka.
Věta 2.41. Středová kuželosečka je středově symetrická podle každého vlastńıho středu.
Definice 2.38. Necht’ K : FC(x) = 0 je kuželosečka a Q je nevlastńı bod, který neńı
bodem kuželosečky K. Poláru bodu Q budeme nazývat pr̊uměrem kuželosečky K.
Poznámka. Je–li př́ımka p pr̊uměrem kuželosečky K, pak obsahuje všechny středy
kuželosečky K.
Definice 2.39. Ř́ıkáme, že dva směry určené vektory u,v jsou polárně sdruženy vzhledem
ke kuželosečce K, jsou-li vzhledem ke K polárně sdruženy nevlastńı body určené těmito
směry. Dva pr̊uměry, jejichž zaměřeńı jsou polárně sdružena vzhledem ke kuželosečce K,
se nazývaj́ı sdružené pr̊uměry kuželosečky K.
Definice 2.40. Tečnu v nevlastńım regulárńım bodě kuželosečkyK nazýváme asymptotou
kuželosečky K.
Věta 2.42. Každá regulárńı kuželosečka má nejvýše dvě asymptoty.
Poznámka. Protože nevlastńı př́ımka neńı tvoř́ıćı př́ımkou kuželosečky, obsahuje
kuželosečka bud’ dva nevlastńı r̊uzné reálné body, nebo dva nevlastńı komplexně sdružené
body, nebo jeden nevlastńı dvojnásobný reálný bod (viz Věta 2.35). V prvńım př́ıpadě má
kuželosečka dvě r̊uzné reálné asymptoty, ve druhém dvě komplexně sdružené asymptoty
a ve třet́ım jednu asymptotu, která je nevlastńı př́ımkou.
Věta 2.43. Necht’ K je kuželosečka, která neobsahuje nevlastńı př́ımku jako svou tvoř́ıćı
př́ımku, a necht’ vzhledem k nějakému afinńımu repéru má K rovnici (2.22). Potom
(1) kuželosečka K má dva r̊uzné reálné nevlastńı body (dvě r̊uzné reálné asymptoty)
právě tehdy, když |Ā| < 0,
(2) kuželosečka K má dva komplexně sdružené nevlastńı body (dvě komplexně sdružené
asymptoty) právě tehdy, když |Ā| > 0,
(3) kuželosečka K má jeden dvojnásobný reálný nevlastńı bod (jednu nevlastńı asymptotu)
právě tehdy, když |Ā| = 0.
2.4.4 Afinńı klasifikace kuželoseček
Definice 2.41. Kuželosečku, která má s nevlastńı př́ımkou společné právě dva komplexně
sdružené body, budeme nazývat kuželosečkou eliptického typu. Kuželosečku, která má
s nevlastńı př́ımkou společné právě dva reálné r̊uzné body, budeme nazývat kuželosečkou
hyperbolického typu a kuželosečku, která má s nevlastńı př́ımkou společný právě jeden
dvojnásobný bod, budeme nazývat kuželosečkou parabolického typu.
Regulárńı kuželosečku, která má s nevlastńı př́ımkou společné právě dva komplexně
sdružené body, budeme nazývat elipsou. Regulárńı kuželosečku, která má s nevlastńı
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př́ımkou společné právě dva reálné r̊uzné body, budeme nazývat hyperbolou a regulárńı
kuželosečku, která má s nevlastńı př́ımkou společný právě jeden dvojnásobný bod, budeme
nazývat parabolou.
Aplikujeme–li nyńı Definici 2.41 na projektivńı typy kuželoseček (viz Poznámka
k Definici 2.35), dostaneme následuj́ıćı afinńı typy kuželoseček:
Formálně reálná regulárńı kuželosečka nemá žádný reálný nevlastńı bod a je to tedy
elipsa, kterou budeme nazývat imaginárńı elipsou. Reálná regulárńı kuželosečka se nyńı
rozděĺı na tři typy podle počtu a druhu nevlastńıch bod̊u. Bude to (reálná) elipsa, hyperbola
a parabola.
Elipsa a hyperbola jsou kuželosečky středové, zat́ımco parabola je nestředová. Hy-
perbola má dvě reálné asymptoty. Asymptoty elipsy jsou komplexně sdružené př́ımky
a parabola má jednu nevlastńı asymptotu. Reálná elipsa, hyperbola a parabola se tedy
lǐśı pouze t́ım, že elipsa neprot́ıná reálně nevlastńı př́ımku, hyperbola ji reálně prot́ıná ve
dvojici r̊uzných bod̊u a parabola se nevlastńı př́ımky dotýká.
U kuželosečky, která je složena ze dvou reálných r̊uzných př́ımek, mohou nastat tři
př́ıpady. Bud’ je jedna z tvoř́ıćıch př́ımek nevlastńı (takovou kuželosečku nelze zadat v ne-
homogenńıch souřadnićıch), nebo jsou obě tvoř́ıćı př́ımky vlastńı. V tomto př́ıpadě může
být jejich společný bod vlastńı (r̊uznoběžné př́ımky - kuželosečka hyperbolického typu),
nebo nevlastńı (rovnoběžky - kuželosečka parabolického typu). U kuželosečky, která je
složena ze dvou komplexně sdružených př́ımek, rozlǐsujeme dvě možnosti. Společný reálný
bod těchto dvou př́ımek je bud’ vlastńı (komplexně sdružené r̊uznoběžky – kuželosečka
eliptického typu), nebo nevlastńı (komplexně sdružené rovnoběžky – kuželosečka parabo-
lického typu).
Kuželosečka, která je tvořena jedinou dvojnásobnou tvoř́ıćı př́ımkou, je bud’ nevlastńı
(nedá se v nehomogenńıch souřadnićıch vyjádřit), nebo vlastńı (kuželosečka parabolického
typu).
Věta 2.44. Necht’ kuželosečka K, která neobsahuje nevlastńı př́ımku jako svou tvoř́ıćı
př́ımku, je v nějaké afinńı souřadné soustavě zadána rovnićı (2.20). Pak K je
(1) imaginárńı elipsou, právě když |A| 6= 0, |Ā| > 0 a na K neexistuj́ı reálné body,
(2) (reálnou) elipsou, právě když |A| 6= 0, |Ā| > 0 a na K existuj́ı reálné body,
(3) hyperbolou, právě když |A| 6= 0 a |Ā| < 0,
(4) parabolou, právě když |A| 6= 0 a |Ā| = 0.
Poznámka. Podmı́nka, že kuželosečka je regulárńı je v souřadnićıch ekvivalentńı tomu,
že diskriminant kuželosečky je nenulový, tj |A| 6= 0. Pro určeńı typu kuželosečky stač́ı
zjistit počet a typ nevlastńıch bod̊u, které na kuželosečce lež́ı. Věta 2.44 nyńı vyplývá
z Věty 2.43. Při |Ā| > 0 muśıme ještě nav́ıc rozlǐsovat, zda se jedná o imaginárńı nebo
reálnou elipsu.
Věta 2.45. Kuželosečka K, která neobsahuje nevlastńı př́ımku jako svou tvoř́ıćı př́ımku,
je složena
(1) ze dvou reálných r̊uznoběžných př́ımek, právě když h(A) = 2 a |Ā| < 0,
(2) ze dvou komplexně sdružených r̊uznoběžných př́ımek, právě když h(A) = 2 a |Ā| > 0,
(3) ze dvou reálných rovnoběžných př́ımek, právě když h(A) = 2, |Ā| = 0 a existuj́ı
reálné body lež́ıćı na K,
(4) ze dvou komplexně sdružených rovnoběžných př́ımek, právě když h(A) = 2, |Ā| = 0
a neexistuj́ı reálné vlastńı body lež́ıćı na K,
(5) z jedné dvojnásobné př́ımky, právě když h(A) = 1.
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Věta 2.46. Ke každé kuželosečce K existuje nejméně jedna dvojice r̊uzných nevlastńıch
bod̊u, které jsou vzhledem ke K polárně sdruženy.
Věta 2.47. Necht’ 〈O; e1, e2〉 je takový afinńı repér, že vektory e1 a e2 určuj́ı dva nevlastńı
body polárně sdružené vzhledem ke kuželosečce K. Potom vzhledem k tomuto afinńımu
repéru je v rovnici kuželosečky K a12 = 0.
Věta 2.48. Je-li počátek afinńıho repéru vlastńım středem kuželosečky K, je v rovnici K
vzhledem k tomuto afinńımu repéru a13 = a23 = 0.
Důsledek 2.2. Zvoĺıme–li nyńı afinńı repér tak, že počátek je středem kuželosečky a osy
souřadné jsou sdružené pr̊uměry, má vzhledem k tomuto afinńımu repéru kuželosečka K
kanonickou rovnici
K : a11x21 + a22x22 + a33x23 = 0. (2.26)
Věta 2.49. Jestlǐze regulárńı kuželosečka K nemá žádný vlastńı střed, m̊užeme zvolit
afinńı repér 〈O; e1, e2〉 tak, že O lež́ı na kuželosečce, e1 je směrový vektor tečny ke K
v bodě O a e2 je vektor určuj́ıćı nevlastńı střed K. Potom vzhledem k tomuto afinńımu
repéru má K homogenńı rovnici tvaru
x21 + 2px2x3 = 0, (2.27)
tj. nehomogenńı rovnici
x2 + 2py = 0. (2.28)
Definice 2.42. Rovnici (2.27) nebo (2.28) kuželosečky K budeme nazývat afinńı kano-
nickou rovnićı. Afinńı repér, vzhledem ke kterému má kuželosečka K kanonickou rovnici,
budeme nazývat polárńı afinńı repér kuželosečky K.
Věta 2.50. (Afinńı klasifikace kuželoseček) Ke každé kuželosečce K existuje takový
afinńı repér, že vzhledem k němu má K jednu z následuj́ıćıch rovnic:





3 = 0, x
2 + y2 + 1 = 0, (Ak1)
x21 + x
2
2 − x23 = 0, x2 + y2 − 1 = 0, (Ak2)
x21 − x22 − x23 = 0, x2 − y2 − 1 = 0, (Ak3)
x21 + 2x2x3 = 0, x
2 + 2y = 0, (Ak4)
x21 + x
2
2 = 0, x
2 + y2 = 0, (Ak5)
x21 − x22 = 0, x2 − y2 = 0, (Ak6)
x21 + x
2
3 = 0, x
2 + 1 = 0, (Ak7)
x21 − x23 = 0, x2 − 1 = 0, (Ak8)
x1x3 = 0, nelze vyjádřit, (Ak9)
x21 = 0, x
2 = 0, (Ak10)
x23 = 0, nelze vyjádřit. (Ak11)
Definice 2.43. Rovnici kuželosečky K z Věty 2.50 budeme nazývat afinńı normálńı rov-
nićı. Afinńı repér, vzhledem ke kterému má kuželosečka K normálńı rovnici, budeme
nazývat normovaný polárńı afinńı repér kuželosečky K.
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Poznámka. Je vidět, že kuželosečka (Ak1) je imaginárńı elipsa, (Ak2) je reálná elipsa,
(Ak3) je hyperbola, (Ak4) parabola, (Ak5) je dvojice komplexně sdružených tvoř́ıćıch
r̊uznoběžných př́ımek, (Ak6) je dvojice reálných r̊uznoběžných př́ımek, (Ak7) je dvo-
jice komplexně sdružených rovnoběžných př́ımek, (Ak8) je dvojice reálných rovnoběžných
př́ımek, (Ak9) je tvořena jednou vlastńı a jednou nevlastńı tvoř́ıćı př́ımkou, (Ak10) je
dvojnásobná vlastńı tvoř́ıćı př́ımka a (Ak11) je dvojnásobná nevlastńı tvoř́ıćı př́ımka.
2.4.5 Metrické vlastnosti kuželoseček
V této kapitole uvažujeme E∈ reálnou euklidovskou rovinu, EC2 jej́ı komplexńı rozš́ı̌reńı
a EC2 projektivńı rozš́ı̌reńı EC2 . Jako kuželosečku v E∈ potom rozumı́me kuželosečku v EC2 .
Uvažujme na E∈ kartézskou souřadnou soustavu určenou ortonormálńım (kartézským)
repérem
〈O; e1, e2〉. (2.29)





aijxixj = 0, (2.30)
a v nehomogenńıch kartézských souřadnićıch (při častěǰśım označeńı nehomogenńıch
















+ a33 = 0, (2.31)
tj.
K : a11x2 + 2a12xy + a22y2 + 2a13x+ 2a23y + a33 = 0 (2.32)
nebo maticově, stejně jako v podkapitole 2.4.3,
K : (X̄)T Ā(X̄) + 2(a)T (X̄) + a = 0. (2.33)
Úmluva. V praxi se setkáváme téměř výhradně s kuželosečkami, jejichž rovnice jsou
zadány v nehomogenńıch souřadnićıch. Takto se nedaj́ı bez daľśıho upřesněńı zadat
kuželosečky, jejichž součást́ı je nevlastńı př́ımka. Dále tedy budeme předpokládat, že žádná
kuželosečka nemá za svou tvoř́ıćı př́ımku nevlastńı př́ımku. V souřadnicovém vyjádřeńı
to znamená, že matice Ā je nenulová.
Definice 2.44. Směr určený nenulovým reálným vektorem u se nazývá hlavńım směrem
kuželosečky K, je-li vzhledem ke K polárně sdružen s kolmým směrem.
Poznámka. Z Definice 2.44 vyplývá, že směr určuj́ıćı nevlastńı singulárńı bod kuželosečky
nebo nevlastńı střed kuželosečky je hlavńım směrem kuželosečky.
Věta 2.51. Ke každé kuželosečce existuj́ı alespoň dva na sebe navzájem kolmé hlavńı
směry. Má–li kuželosečka K vzhledem k nějakému ortonormálńımu repéru souřadnicovou






tj. nenulový vektor u = (u1, u2) určuje hlavńı směr kuželosečky K právě tehdy, když pro
nějaké λ ∈ R plat́ı
(a11 − λ)u1 + a12u2 = 0,




a11u1 + a12u2 = λu1,
a12u1 + a22u2 = λu2.
Poznámka. Charakteristická rovnice soustavy (2.34) je
λ2 − (a11 + a22)λ+ (a11a22 − a212) = 0, (2.35)
jej́ıž diskriminant je D = (a11 − a22)2 + 4a212 ≥ 0. Z toho vyplývá , že charakteris-
tická rovnice má vždy reálná řešeńı (je to obecná vlastnost všech symetrických matic, viz
Věta 2.23).
Poznámka. Směr, který určuje nevlastńı střed, je i hlavńım směrem, který odpov́ıdá
hlavńımu č́ıslu λ = 0. Opravdu z (2.25) vyplývá, že kuželosečka má nevlastńı střed právě
tehdy, je–li |Ā| = 0 a tvar charakteristické rovnice (2.35) pak implikuje, že jedńım hlavńım
č́ıslem muśı být 0. Z (2.24) a (2.34) potom plyne, že soustavy pro výpočet nevlastńıho
středu a hlavńıho směru jsou totožné.
Věta 2.52. Je-li P nevlastńı nesingulárńı bod určený hlavńım směrem kuželosečky K, pak
poláru bodu P , pokud je to vlastńı př́ımka, nazýváme osou kuželosečky K. Je–li nevlastńı
bod hlavńıho směru kuželosečky nevlastńım singulárńım bodem kuželosečky, pak definu-
jeme jako osu kuželosečky libovolnou vlastńı př́ımku, která je kolmá na tento hlavńı směr.
Vlastńı pr̊useč́ık kuželosečky s jej́ı osou se nazývá vrchol kuželosečky.
Poznámka. Kuželosečka je osově (kolmo) symetrická podle každé své osy.
Poznámka. V př́ıpadě, že každý směr je hlavńım směrem kuželosečky, má kuželosečka
nekonečně mnoho os. V tomto př́ıpadě má kuželosečka právě jeden vlastńı střed. To
vyplývá z toho, že charakteristická rovnice má dvojnásobný nenulový kořen, tj. |Ā| 6= 0,
a tedy soustava (2.25) pro výpočet vlastńıch střed̊u má právě jedno řešeńı. Potom každá
reálná př́ımka procházej́ıćı středem je osou symetrie kuželosečky, která má tedy nekonečně
mnoho os symetrie. Takové kuželosečky budeme nazývat zobecněné kružnice a v následuj́ıćı
Části 2.4.6 ukážeme, o které z kuželoseček se jedná.
Z definice osy kuželosečky vyplývá, že každá osa, která je polárou nesingulárńıho
nevlastńıho bodu (který neńı nevlastńım středem kuželosečky), obsahuje všechny středy
kuželosečky.
Regulárńı kuželosečka, která neńı zobecněnou kružnićı, může mı́t jednu osu (nevlastńı
př́ımka se dotýká kuželosečky – jde o parabolu), nebo dvě osy.
Singulárńı kuželosečka, která má právě jeden vlastńı střed (dvojice r̊uznoběžných
př́ımek reálných nebo komplexně sdružených), má vždy dvě osy.
V př́ıpadě, že má kuželosečka př́ımku vlastńıch střed̊u (dvojice rovnoběžných př́ımek
nebo dvojnásobná př́ımka), je jedna osa př́ımka střed̊u a druhá osa je libovolná kolmice na
př́ımku střed̊u. V tomto př́ıpadě má tedy kuželosečka také nekonečně mnoho os symetrie.
Poznámka. Pokud neńı osa součást́ı kuželosečky (dvojnásobná vlastńı př́ımka), lež́ı na
každé ose nejvýše dva vrcholy, které mohou být reálné r̊uzné, komplexně sdružené,
nebo mohou splývat do jediného bodu (r̊uznoběžné př́ımky). V některých př́ıpadech jsou
pr̊useč́ıky osy a kuželosečky nevlastńı body, které za vrcholy nepoč́ıtáme. U paraboly je
to jednonásobný nevlastńı pr̊useč́ık, u rovnoběžných př́ımek prot́ıná osa, která je tvořena
př́ımkou střed̊u, nevlastńı př́ımku v dvojnásobném singulárńım bodě.
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2.4.6 Metrická klasifikace kuželoseček
Afinńı vlastnosti a klasifikace kuželoseček z̊ustávaj́ı zachovány i v euklidovské rovině.
V této kapitole se seznámı́me s rovnicemi kuželoseček zadaných v nehomogenńıch
souřadnićıch ve tvaru, který nám poskytne informace o jejich metrických vlastnostech
.
Věta 2.53. Necht’ má kuželosečka K alespoň jeden vlastńı střed. Potom v kartézském
repéru, jehož počátek je vlastńım středem a směrové vektory jsou jednotkové vektory
hlavńıch směr̊u kuželosečky K, má K rovnici tvaru
K : λ1x2 + λ2y2 + a33 = 0, (2.36)
kde λi, i = 1, 2, jsou hlavńı č́ısla kuželosečky.
Důkaz. Protože směry souřadných os jsou polárně sdružené vzhledem ke K, je a12 = 0
(viz Věta 2.47). Protože počátek souřadné soustavy je vlastńım středem kuželosečky, je
a13 = a23 = 0 (viz Věta 2.48) a dohromady tak dostáváme rovnici k ve tvaru
K : a11x2 + a22y2 + a33 = 0.
Protože je charakteristická rovnice kuželosečky nezávislá na ortonormálńım repéru, je
charakteristická rovnice kuželosečky (a11 − λ)(a22 − λ) = 0 a jej́ı kořeny jsou λ1 = a11,
λ2 = a22.
Věta 2.54. Necht’ regulárńı kuželosečka K nemá vlastńı střed (parabola). Potom voĺıme
počátek kartézské souřadné soustavy jako pr̊useč́ık K s jej́ı osou a směrové vektory jako
jednotkové vektory hlavńıch směr̊u kuželosečky K. V této kartézské souřadné soustavě má
K rovnici tvaru
K : x2 + 2py = 0 (2.37)
Věta 2.55. (Metrická klasifikace kuželoseček) Ke každé kuželosečce K, která neob-
sahuje jako svou část nevlastńı př́ımku, existuje takový ortonormálńı repér, že vzhledem


















− 1 = 0, a > 0, b > 0, (Mk3)












= 0, a > 0, b > 0, (Mk6)
x2 + c2 = 0, c > 0, (Mk7)
x2 − c2 = 0, c > 0, (Mk8)
x2 = 0, (Mk9)
kde a,b,c,p jsou reálná č́ısla.
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Poznámka. Kladná č́ısla a, b v rovnićıch (Mk1) − (Mk3) elipsy (imaginárńı i reálné) a hy-
perboly se nazývaj́ı délky poloos a pro osy kuželosečky, na kterých lež́ı reálné vrcholy,
udávaj́ı vzdálenost vrchol̊u od středu kuželosečky.
Pro reálnou elipsu jsou všechny vrcholy reálné a větš́ı z č́ısel a, b se nazývá délkou
hlavńı poloosy, menš́ı se nazývá délkou vedleǰśı poloosy. Vrcholy elipsy, jejichž vzdálenost
od středu elipsy je rovna délce hlavńı poloosy, se nazývaj́ı hlavńı vrcholy elipsy, vrcholy
elipsy, jejichž vzdálenost od středu elipsy je rovna délce vedleǰśı poloosy, se nazývaj́ı
vedleǰśı vrcholy elipsy.
Pro hyperbolu s rovnićı (Mk3) jsou vrcholy na ose x reálné a nazývaj́ı se hlavńı vrcholy
hyperboly, č́ıslo a > 0 se nazývá délka hlavńı poloosy. Vrcholy na ose y jsou komplexně
sdružené. Reálné body na ose y, jejichž vzdálenost od počátku (středu hyperboly) je rovna
b, jsou reálńı zástupci vrchol̊u a nazývaj́ı se vedleǰśı vrcholy, č́ıslo b se nazývá délka vedleǰśı
poloosy. Vedleǰśı vrcholy si můžeme snadno představit jako body, které jsou hlavńımi
vrcholy takzvané doplňkové hyperboly, což je hyperbola, která má stejné osy i asymptoty
a hlavńı osa p̊uvodńı hyperboly je vedleǰśı osou doplňkové hyperboly. Má–li p̊uvodńı






+ 1 = 0.
Př́ıpad, kdy a = b v rovnićıch (Mk1), (Mk2) a (Mk5), nastává při λ1 = −λ2, tj. pro zo-
becněnou kružnici. Potom (Mk1) je rovnice imaginárńı kružnice, (Mk2) je rovnice reálné
kružnice a (Mk5) je rovnice takzvané nulové kružnice (reálná kružnice s nulovým po-
loměrem).
Je–li a = b v rovnici (Mk3), což nastává v př́ıpadě, kdy λ1 = λ2 6= 0, nazývá se
př́ıslušná hyperbola rovnoosá (v tomto př́ıpadě je doplňková hyperbola shodná s p̊uvodńı,
jen je otočená kolem středu o π
2
). Pro a = b v rovnici (Mk6) dostáváme dvě kolmé
r̊uznoběžné reálné př́ımky.
Č́ıslo 2 c v rovnici (Mk8) udává vzdálenost rovnoběžných př́ımek, které jsou tvoř́ıćımi
př́ımkami kuželosečky.
Č́ıslo p v rovnici (Mk4) paraboly se nazývá parametr paraboly. Jeho geometrický
význam si ukážeme v podkapitole 2.4.8.
2.4.7 Klasifikace kuželoseček pomoćı invariant̊u
V této části poṕı̌seme č́ıselné hodnoty přǐrazené koeficient̊um matice kuželosečky, které
jsou nezávislé na zvoleném souřadnicovém repéru. Takováto č́ısla se nazývaj́ı invarianty
kuželosečky a využ́ıvaj́ı se zvláště při klasifikaci kuželosečky K zadané pomoćı obecné
rovnice v nehomogenńıch kartézských souřadnićıch
K : a11x2 + 2a12xy + a22y2 + 2a13x+ 2a23y + a33 = 0. (2.38)
Kromě klasifikace kuželosečky K (bez nutnosti převáděńı obecné rovnice na rovnici kano-
nickou) se dá invariant̊u kuželosečky také s výhodou už́ıt při stanoveńı metrických a po-
lohových vlastnost́ı kuželosečky (tj. např́ıklad délek poloos, souřadnic středu či natočeńı
kuželosečky oproti hlavńı souřadné ose). Výpočtem těchto veličin pomoćı invariant̊u se
pak budeme v́ıce zabývat v podkapitole 3.4.
Poznámka. Invarianty kuželosečky (společně s hlavńımi č́ısly kuželosečky) se také daj́ı
použ́ıt ke snadnému nalezeńı kanonické rovnice této kuželosečky. Při výpočtu ovality ex-
trudovaného vlákna však nemá tato problematika využit́ı, a proto se j́ı zde nebudeme
věnovat (převáděńı obecné rovnice kuželosečky na jej́ı kanonický tvar je detailně popsáno
např. v [2]).
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Definice 2.45. Necht’ K je kuželosečka o rovnici (2.38). Reálná funkce I(aij) se nazývá
invariantem kuželosečky K, jsou–li jej́ı hodnoty nezávislé na zvoleném souřadnicovém
repéru. Řekneme, že invariant I(aij) je stupně l, je–li I(αaij) = α
lI(aij). Pro l = 0
hovoř́ıme o absolutńım invariantu.
Poznámka. V předchoźıch úvahách jsme se již s několika invarianty kuželosečky setkali.
Např. hodnost kuželosečky nezáviśı na libovolných použitých souřadnićıch. Je to tedy
invariant kuželosečky v projektivńı, afinńı i euklidovské rovině (nav́ıc se jedná o invariant
absolutńı). Podobně hodnost matice Ā je absolutńı invariant v afinńı rovině. Všude dále,
pokud budeme hovořit o invariantech, budeme mı́t na mysli invarianty v euklidovské
rovině, tj. uvažované souřadnicové repéry budou ortonormálńı.
Poznámka. Stupeň invariantu určuje, jak se jeho hodnota měńı při změně určuj́ıćı kva-
dratické formy. Je-li I hodnota invariantu při použit́ı určuj́ıćı kvadratické formy F , pak
αlI je hodnota téhož invariantu stupně l při použit́ı kvadratické formy αF .
Poznámka. V předchoźı podkapitole 2.4.5 jsme zmı́nili, že charakteristická rovnice je
nezávislá na zvoleném ortonormálńım repéru. To ovšem znamená, že jej́ı kořeny i koefici-
enty jsou (euklidovské) invarianty kuželosečky. Koeficienty charakteristické rovnice jsou
č́ısla a11 + a22 a |Ā|. Je tedy I(aij) = a11 + a22 invariantem stupně 1 a I(aij) = |Ā| je
invariantem stupně 2. Podobně hlavńı č́ısla kuželosečky jsou invarianty stupně 1.
Věta 2.56. Determinant matice kuželosečky (diskriminant kuželosečky) je jej́ım invari-
antem stupně 3.
Abychom dokázali klasifikovat každou kuželosečku K, jej́ıž součást́ı neńı nevlastńı
př́ımka, muśıme kromě výše zmı́něných invariant̊u použ́ıt ještě invariant jeden. Abychom
ho źıskali, je potřeba zavést funkci Γ, která je závislá na hlavńıch č́ıslech kuželosečky, tedy
Γ = Γ(λ). Vzhledem ke značeńı v rovnićıch 2.38 a 2.33 ji můžeme definovat jako
Γ(λ) =
∣∣∣∣∣∣
a11 − λ a12 a13
a12 a22 − λ a23
a13 a23 a33
∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣Ā− λE2 (a)(a)T a
∣∣∣∣ = Γ0λ2 + Γ1λ+ Γ2, (2.39)
kde
Γ0 = a33,
Γ1 = a11a33 − a213 + a22a33 − a223,
Γ2 = |A|.
(2.40)
Věta 2.57. Funkce Γ(λ) je invariantńı při změnách ortonormálńıho repéru, které za-
chovávaj́ı počátek.
Poznámka. Invariant, který jsme pomoćı funkce Γ chtěli nalézt, je Γ1 v rovnici 2.40. Γ1 je
skutečně invariantńı při změnách ortonormálńıho repéru, které zachovávaj́ı počátek, při
změnách počátku ovšem invariantńı být nemuśı, a proto se někdy označuje jako semiin-
variant kuželosečky K. [2, 4]
Při klasifikaci kuželosečky K, jej́ıž součást́ı neńı nevlastńı př́ımka, použijeme invariant
stupně 1 I(aij) = a11 +a22 (jedná se o stopu matice Ā, budeme dále značit T = a11 +a22),
invariant stupně 2 I(aij) = |Ā|, invariant stupně 3 I(aij) = |A| a semiinvariant kuželosečky
Γ1. Přehled klasifikace nám nab́ıźı následuj́ıćı věta.
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Věta 2.58. (Klasifikace kuželoseček pomoćı invariant̊u) Kuželosečka K, která nemá
jako svou součást nevlastńı př́ımku, se dá klasifikovat pomoćı invariant̊u T, |Ā|, |A| a Γ1
t́ımto zp̊usobem:
(převzato z [4] a upraveno dle [5])
46
2.4.8 Kuželosečky jako množiny bod̊u daných vlastnost́ı
Na středńı škole se pracuje pouze s reálnou euklidovskou rovinou. Kuželosečky se definuj́ı
jako množiny bod̊u, které splňuj́ı jisté vlastnosti. V této části si ukážeme, že středoškolské
definice kuželoseček určuj́ı opravdu reálné části kuželoseček v našem pojet́ı.
Věta 2.59. Necht’ F a G jsou dva r̊uzné body v E2 a označme |FG| = 2e. Necht’ reálné
č́ıslo a je takové, že a > e. Potom množina bod̊u X v E2 takových, že |FX|+ |GX| = 2a,
je reálná část (reálné) elipsy s délkami poloos a a b =
√
a2 − e2.
Obrázek 4: Popis elipsy
Poznámka. Body F,G z předchoźı věty se nazývaj́ı ohniska elipsy, bod S je střed elipsy.
Č́ıslo e se nazývá délková excentricita (výstřednost) elipsy. Př́ımky o1, respektive o2, se
nazývaj́ı hlavńı, respektive vedleǰśı osa elipsy. Body A,B, respektive C,D, nazýváme
hlavńı, respektive vedleǰśı vrcholy elipsy.
Věta 2.60. Necht’ F a G jsou dva r̊uzné body v E2 a označme |FG| = 2e. Necht’ reálné
č́ıslo a je takové, že a < e. Potom množina bod̊u X E2 takových, že ||FX| − |GX|| = 2a,
je reálná část hyperboly s délkou hlavńı poloosy a a délkou vedleǰśı poloosy b =
√
e2 − a2.
Obrázek 5: Popis hyperboly
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Poznámka. Body F,G z předchoźı věty se nazývaj́ı ohniska hyperboly, bod S je střed
hyperboly. Č́ıslo e se nazývá délková excentricita (výstřednost) hyperboly. Př́ımky o1, re-
spektive o2, se nazývaj́ı hlavńı, respektive vedleǰśı osa hyperboly. Body A,B nazýváme
hlavńı vrcholy hyperboly a body C,D vedleǰśı vrcholy hyperboly (též reálńı zástupci vr-
chol̊u). Př́ımky a1, a2 nazveme asymptoty hyperboly.
Věta 2.61. Necht’ F je bod a d je př́ımka v E2 taková, že F /∈ d, v(F, d) = p. Potom
množina bod̊u X v E2 takových, že |FX| = v(X, d), je reálná část paraboly s parametrem p.
Obrázek 6: Popis paraboly
Poznámka. Bod F z předchoźı věty se nazývá ohnisko paraboly a př́ımka d se nazývá
ř́ıd́ıćı př́ımka paraboly (též direktrix ). Č́ıslo p = v(F, d) je parametr paraboly, př́ımka o
pak osa paraboly a bod V vrchol paraboly.
Věta 2.62. Necht’ F je bod a d je př́ımka v E2 a necht’ ε > 0 je reálné č́ıslo. Potom
množina bod̊u X v E2 takových, že |FX| = εv(X, d), je reálná část kuželosečky, která je
a) reálnou elipsou, jestlǐze F /∈ d a ε < 1,
b) parabolou, jestlǐze F /∈ d a ε = 1,
c) hyperbolou, jestlǐze F /∈ d a ε > 1,
d) komplexně sdruženými r̊uznoběžkami, jestlǐze F ∈ d a ε < 1,
e) dvojnásobnou př́ımkou, jestlǐze F ∈ d a ε = 1,
f) dvojićı reálných r̊uznoběžek, jestlǐze F ∈ d a ε > 1.
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Obrázek 7: Kuželosečky podle č́ıselné excentricity
Poznámka. Je–li F /∈ d, nazývá se bod F z předchoźı věty ohnisko kuželosečky a př́ımka
d se nazývá ř́ıd́ıćı př́ımka kuželosečky. Ř́ıd́ıćı př́ımka je pak polárou př́ıslušného ohniska.




Jak už bylo naznačeno v kapitole 1, regulárńı kuželosečku v euklidovské rovině E2 je možné
určit např. pomoćı pěti r̊uzných př́ımek, které se j́ı dotýkaj́ı nebo z pěti r̊uzných bod̊u,
kterými kuželosečka procháźı (viz Věta 2.29). Z takových pětic prvk̊u ale obecně nelze
kuželosečku určit jednoznačně, následuj́ıćı podkapitola proto popisuje podmı́nky nutné
k jednoznačnosti určeńı.
3.1 Podmı́nky jednoznačného určeńı kuželosečky
Tato podkapitola čerpá převážně z [6]. Neńı-li uvedeno jinak, pak věty zde zmı́něné (i když
někdy v lehce upraveném zněńı) pocháźı právě odsud.
Věta 3.1. Regulárńı kuželosečka v E2 je jednoznačně určena pěti r̊uznými body v E2,
kterými tato kuželosečka procháźı, jestlǐze žádné tři z nich nelež́ı na jedné př́ımce.
Věta 3.2. Regulárńı kuželosečka v E2 je jednoznačně určena pěti r̊uznými př́ımkami v E2,
které se této kuželosečky dotýkaj́ı , jestlǐze se žádné tři z nich neprot́ınaj́ı v jednom bodě.
Poznámka. Můžeme si všimnout, že předchoźı dvě věty mezi sebou vykazuj́ı určitou analo-
gii týkaj́ıćı se vztahu bod̊u a př́ımek. Tato analogie neńı náhodná a je projevem obecněǰśı
zákonitosti nazývané princip duality.
Věta 3.3. (Princip duality) Mějme projektivńı rovinu C definovanou jako incidenčńı
strukturu ve smyslu množiny P bod̊u, množiny L př́ımek a incidenčńıho vztahu I popi-
suj́ıćıho, který bod lež́ı na které př́ımce. Záměnou bod̊u a př́ımek ve vztahu
C = (P,L, I)
dostáváme projektivńı rovinu C∗ duálńı k C popsanou jako
C∗ = (L, P, I∗),
kde I∗ je relace inverzńı k I. Pokud jsou C a C∗ izomorfńı, nazveme projektivńı rovinu C
autoduálńı. Jestlǐze je V věta platná v autoduálńı projektivńı rovině C, pak v C existuje
a plat́ı i věta V ∗ duálńı k větě V . [7]
Protože reálná projektivńı rovina P2 je autoduálńı, můžeme ř́ıct, že princip duality
plat́ı i na E2. [7]
Regulárńı kuželosečku nemuśıme ovšem určovat pouze pomoćı pětice stejných prvk̊u,
lze to provést také použit́ım r̊uzných kombinaćı m bod̊u a n tečných př́ımek, pokud
m+ n = 5. Dı́ky principu duality pak můžeme formulovat následuj́ıćı dvě věty.
Věta 3.4. Regulárńı kuželosečka v E2 je jednoznačně určena tečnou s bodem dotyku
a třemi daľśımi r̊uznými body, které nelež́ı na jedné př́ımce. Duálně lze ř́ıci, že regulárńı
kuželosečka v E2 je jednoznačně určena tečnou s bodem dotyku a třemi daľśımi r̊uznými
tečnami, které se neprot́ınaj́ı v jednom bodě.
Věta 3.5. Regulárńı kuželosečka v E2 je jednoznačně určena dvěma r̊uznými tečnami
s body dotyku a jedńım daľśım bodem. Duálně lze ř́ıci, že regulárńı kuželosečka v E2 je
jednoznačně určena dvěma r̊uznými tečnami s body dotyku a jednou daľśı tečnou.
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Poznatky z předešlých vět jsou znázorněny v následuj́ıćı tabulce:
PRIMÁRNĚ DUÁLNĚ
5 bod̊u 5 tečen
3 body + 1 tečna s bodem dotyku 3 tečny + 1 tečna s bodem dotyku
1 bod + 2 tečny s body dotyku 1 tečna + 2 tečny s body dotyku
Tabulka 1: Zp̊usoby jednoznačného určeńı regulárńı kuželosečky
(převzato z [6] a upraveno)
Protože už v́ıme, jaké podmı́nky muśı nastat pro jednoznačné určeńı regulárńı
kuželosečky, můžeme tuto znalost použ́ıt k určeńı pomocných elips, o kterých se zmiňovala
kapitola 1. V daľśım se tedy budeme zabývat t́ım, jak analyticky źıskat jejich koeficienty
z dostupných informaćı. Zp̊usoby, jak toto provést za předpokladu, že známe ke každé
pomocné elipse pětici r̊uzných tečen, jsou r̊uzné, my se ovšem zaměř́ıme na dva: prvńı je




Tento zp̊usob nezjǐst’uje koeficienty pomocné elipsy př́ımo z parametrických rovnic pětice
optických tečen, ale pro jejich určeńı použ́ıvá body, kde se elipsa s těmito tečnami stýká
(body dotyku). K nalezeńı bod̊u dotyku nám pomohou následuj́ıćı dvě věty.
Věta 3.6. Pro každý konvexńı nedegenerovaný pětiúhelńık existuje právě jedna vepsaná
elipsa. [8]
Poznámka. Je d̊uležité si uvědomit, že optické tečny právě takový pětiúhelńık vyt́ınaj́ı:
Tato skutečnost nám také později pomůže při hledáńı bod̊u dotyku.
Věta 3.7. (Brianchonova věta pro elipsu) Jestlǐze konvexńı šestiúhelńık opisuje
elipsu, pak jeho tři diagonály se prot́ınaj́ı v jednom bodě. Naopak, pokud se všechny tři di-
agonály konvexńıho šestiúhelńıku prot́ınaj́ı v jednom bodě, pak existuje právě jedna elipsa
jemu opsaná. [8]
Poznámka. Bod z předchoźı věty, ve kterém se prot́ınaj́ı diagonály, nazýváme Brianchon̊uv
bod.
Brianchonova věta pro elipsu se sice vztahuje k šestiúhelńıku, jej́ı limitńı př́ıpad
však skvěle poslouž́ı k nalezeńı bod̊u dotyku. Označme nejprve vrcholy šestiúhelńıku
I, II, III, IV,V,VI a př́ımky, které těmito vrcholy procháźı 1, 2, 3, 4, 5, 6. Dále uvažujme,
že dvě z těchto př́ımek (např. 1 a 6) splynou v jedinou př́ımku:
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Dostáváme tedy konvexńı pětiúhelńık opsaný elipse. Z obrázku výše můžeme vidět,
že po splynut́ı př́ımek 1 a 6 do př́ımky jedné došlo také ke splynut́ı vrcholu I s bodem
dotyku T na této př́ımce.
Pokud tedy chceme geometricky určit mı́sto dotyku optické tečny a pomocné elipsy,
můžeme tak učinit pomoćı pr̊useč́ık̊u pětice optických tečen, které tvoř́ı vrcholy kon-
vexńıho pětiúhelńıku. Po zvoleńı př́ımky, na které chceme naj́ıt bod dotyku, sestroj́ıme
diagonály z vrchol̊u dvou přilehlých stran pětiúhelńıku; jejich pr̊useč́ık je Brianchon̊uv
bod pro zvolenou př́ımku. Bod, ve kterém pak protne spojnice tohoto Brianchonova bodu
a protilehlého vrcholu pětiúhelńıku zvolenou př́ımku, je hledaným bodem dotyku. Takto
urč́ıme tedy body dotyku na každé z optických tečen:
Obrázek 8: Nalezeńı bod̊u dotyku pomoćı Brianchonovy věty
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Touto konstrukćı nám uvnitř pětiúhelńıku vznikne tzv. diagonálńı pentagram, jehož
vnitřńı pr̊useč́ıky jsou Brianchonovými body. Vytvoř́ıme-li spojnice těchto bod̊u a protěǰśıch
vrchol̊u, pak protnut́ım př́ıslušných stran dostáváme všech pět bod̊u dotyku.
Poznámka. Tento zp̊usob hledáńı bod̊u dotyku za použit́ı uvedených vět je typický zvláště
pro elipsu. K nalézáńı bod̊u dotyku s obecnou kuželosečkou se dá už́ıt i daľśıch konstrukćı
a princip̊u vycházej́ıćıch z projektivńı geometrie. Pro detailněǰśı rozbor této problematiky
viz [6].
3.2.2 Výpočet koeficient̊u pomocné elipsy
V této části si ukážeme, jak z pěti nalezených tečných bod̊u vypoč́ıtat koeficienty pomocné
elipsy, a t́ım i jej́ı rovnici. Pomocná elipsa má stejně jako každá kuželosečka obecnou
rovnici v nehomogenńıch kartézských souřadnićıch tvaru
K : a11x2 + 2a12xy + a22y2 + 2a13x+ 2a23y + a33 = 0. (3.1)
Dále označme body dotyku nalezené v předchoźı části a jejich nehomogenńı kartézské
souřadnice jako Ti = [xi; yi] pro i = 1, . . . , 5. Protože každý bod dotyku je i prvkem
pomocné elipsy, tedy Ti ∈ K ∀i = 1, . . . , 5, muśı platit
a11x
2 + 2a12xy + a22y
2 + 2a13x + 2a23y + a33 = 0,
a11x
2
1 + 2a12x1y1 + a22y
2
1 + 2a13x1 + 2a23y1 + a33 = 0,
a11x
2
2 + 2a12x2y2 + a22y
2
2 + 2a13x2 + 2a23y2 + a33 = 0,
a11x
2
3 + 2a12x3y3 + a22y
2
3 + 2a13x3 + 2a23y3 + a33 = 0,
a11x
2
4 + 2a12x4y4 + a22y
2
4 + 2a13x4 + 2a23y4 + a33 = 0,
a11x
2
5 + 2a12x5y5 + a22y
2
5 + 2a13x5 + 2a23y5 + a33 = 0,
(3.2)
anebo v maticovém tvaru jako
x2 xy y2 x y 1
x21 x1y1 y
2
1 x1 y1 1
x22 x2y2 y
2
2 x2 y2 1
x23 x3y3 y
2
3 x3 y3 1
x24 x4y4 y
2
4 x4 y4 1
x25 x5y5 y
2


















Vı́me, že aby křivka vyjádřená rovnićı (3.1) byla v̊ubec kuželosečkou, muśı být alespoň
jeden z koeficient̊u kvadratické formy nenulový, tedy (a11, a12, a22) 6= (0, 0, 0). Z toho
vid́ıme, že vektor koeficient̊u (aij) v maticové rovnici (3.3) je nenulový, t́ım pádem muśı
být matice soustavy vystupuj́ıćı v této rovnici (podobně jako v rovnici (2.15)) singulárńı,
neboli ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x2 xy y2 x y 1
x21 x1y1 y
2
1 x1 y1 1
x22 x2y2 y
2
2 x2 y2 1
x23 x3y3 y
2
3 x3 y3 1
x24 x4y4 y
2
4 x4 y4 1
x25 x5y5 y
2




Laplaceovým rozvojem determinantu z předchoźı rovnice (3.4) podle prvńıho řádku
dostáváme
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x2 xy y2 x y 1
x21 x1y1 y
2
1 x1 y1 1
x22 x2y2 y
2
2 x2 y2 1
x23 x3y3 y
2
3 x3 y3 1
x24 x4y4 y
2
4 x4 y4 1
x25 x5y5 y
2
























x21 x1y1 x1 y1 1
...
x25 x5y5 x5 y5 1




























∣∣∣∣∣∣ 1 = 0.
V porovnáńı s rovnićı (3.1) můžeme vidět, že pomoćı Laplaceova rozvoje jsme z deter-
minantu výše dostali obecnou rovnici kuželosečky. Z tohoto porovnáńı tedy plyne př́ımý









5 x5 y5 1












x21 x1y1 x1 y1 1
...
x25 x5y5 x5 y5 1





























Poznámka. Rovnice (3.4) vyjadřuje jednoznačné určeńı kuželosečky z pěti bod̊u v souladu
s Větou 3.1. Dá se interpretovat tak, že k takovým pěti bod̊um Ai = [xi; yi], i = 1, . . . , 5,
které splňuj́ı předpoklady Věty 3.1, každý šestý obecný bod A = [x; y] vyhovuj́ıćı této
rovnici lež́ı právě na jedné kuželosečce.
Podobně se dá interpretovat taky determinantová rovnice určuj́ıćı jednoznačně př́ımku
pomoćı dvou r̊uzných bod̊u A1 = [x1; y1], A2 = [x2; y2]. [9]
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∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x2 xy y2 x y 1
x21 x1y1 y
2
1 x1 y1 1
x22 x2y2 y
2
2 x2 y2 1
x23 x3y3 y
2
3 x3 y3 1
x24 x4y4 y
2
4 x4 y4 1
x25 x5y5 y
2
5 x5 y5 1
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0 :





∣∣∣∣∣∣ = 0 :
Obrázek 10: Rovnice př́ımky ze dvou známých bod̊u
3.3 Ryze analytický př́ıstup
3.3.1 Popis metody
Na rozd́ıl od geometricky-analytického př́ıstupu, který převád́ı problém určeńı koeficient̊u
pomocné elipsy z pětice optických tečen na úlohu výpočtu těchto koeficient̊u z pěti bod̊u
dotyku, ryze analytický př́ıstup zjǐst’uje tyto koeficienty pouze analyticky, a to pomoćı
parametrických rovnic optických tečen bez nutnosti hledáńı bod̊u dotyku.
Dı́ky Větě 3.2 a uspořádáńı měřićı soustavy a zkoumaného vlákna, které předpoklady
této věty zaručuje, můžeme ř́ıci, že pomocná elipsa určená pětićı optických tečen je těmito
tečnami vždy určena jednoznačně.
Poznámka. Aby předpoklady Věty 3.2 nebyly splněny, musely by se alespoň tři z pětice
optických tečen prot́ınat v jednom bodě. Taková možnost je ale vzhledem k poloze a ve-
likosti vlákna v̊uči vzdálenosti a poloze optických střed̊u kamer vyloučena. Daľśı př́ıpad
nesplněńı předpoklad̊u zmı́něné věty by byla situace, kdy alespoň dvě optické tečny sply-
nou v jedinou př́ımku; to by se stalo v př́ıpadě, že vlákno by se opticky dotýkalo spojnice
dvou optických střed̊u kamer, ani tento př́ıpad však nemůže z výše uvedených d̊uvod̊u
nastat.
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Obrázek 11: Dvě splývaj́ıćı optické tečny
Z obrázku 11 výše vid́ıme, že z optických tečen t1, t2, t3, t4 a t6 bychom v tomto př́ıpadě
pomocnou elipsu nemohli jednoznačně určit. I když se ale ve skutečnosti zkoumané vlákno
vychyluje do stran, stále je nav́ıjeno kladkou, a t́ım pádem setrvává v bĺızkém okoĺı středu
soustavy, tento stav tedy nikdy nenastane.
3.3.2 Výpočet koeficient̊u pomocné elipsy
K analytickému určeńı koeficient̊u aij pomocné elipsy máme obecně k dispozici pětici
př́ımek parametricky vyjádřených jako
p1 : X1 = A1 + r1v1,
p2 : X2 = A2 + r2v2,
p3 : X3 = A3 + r3v3,
p4 : X4 = A4 + r4v4,
p5 : X5 = A5 + r5v5,
(3.5)
kde Xi, i = 1, . . . , 5, je libovolný bod i-té př́ımky, Ai, i = 1, . . . , 5, je počátečńı bod
i-té př́ımky (v našem př́ıpadě vždy jeden z optických střed̊u kamer, tj. S1, S2 nebo S3),
ri ∈ R ∀i = 1, . . . , 5 reálné č́ıslo a vi, i = 1, . . . , 5, směrový vektor i-té př́ımky.
Z těchto informaćı pak hledáme pomocnou elipsu ve tvaru obecné rovnice kuželosečky
K : a11x2 + 2a12xy + a22y2 + 2a13x+ 2a23y + a33 = 0. (3.6)
Protože př́ımky pi jsou zadány parametricky a pomocnou elipsu se snaž́ıme určit
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v implicitńım tvaru, převedeme vyjádřeńı př́ımek ze soustavy 3.5 na obecné rovnice:
p1 : k1x+ l1y +m1 = 0,
p2 : k2x+ l2y +m2 = 0,
p3 : k3x+ l3y +m3 = 0,
p4 : k4x+ l4y +m4 = 0,
p5 : k5x+ l5y +m5 = 0,
(3.7)
kde ki, li,mi ∈ R ∀i = 1, . . . , 5, jsou reálná č́ısla.
Vzájemný vztah kuželosečky a tečny v obecném tvaru pak popisuje následuj́ıćı věta.
Věta 3.8. Necht’ p : kx+ ly +m = 0 je př́ımka v E2 a
K : a11x2 + 2a12xy + a22y2 + 2a13x+ 2a23y + a33 = 0
je kuželosečka v E2. Př́ımka p je pak tečnou kuželosečky K právě tehdy, když
(a22a33 − a223)k2 + (a11a33 − a213)l2 + (a11a22 − a212)m2+
+2(a12a13 − a11a23)lm+ 2(a12a23 − a22a13)km+ 2(a13a23 − a12a33)kl = 0
(3.8)
Idea d̊ukazu. Vyjádř́ıme-li př́ımku p v explicitńım tvaru y = f(x) (tj. y = −kx−m
l
)
























Z analytické geometrie v́ıme, že př́ımka p je tečnou ke kuželosečce právě tehdy, když je
determinant této kvadratické rovnice roven nule. Po několika algebraických úpravách by se
nakonec došlo k řešeńı, které nám předkládá rovnost (3.8). V př́ıpadě, že bychom nemohli
př́ımku p vyjádřit ve směrnicovém tvaru (tj. jednalo by se o př́ımku bez směrnice), mohli
bychom ji zapsat ve formě x = g(y) a stejně jako v předchoźım př́ıpadě ji dosadit do
rovnice kuželosečky. Důkaz by dále postupoval analogicky a došel ke stejnému výsledku.
Pro celý d̊ukaz viz [10].





je možné si všimnout, že členy vystupuj́ıćı v rovnosti (3.8) se rovnaj́ı subdeterminant̊um
(minor̊um) 2. řádu tohoto determinantu. Rovnost (3.8) lze tedy přepsat jako∣∣∣∣a22 a23a23 a33
∣∣∣∣ k2 + ∣∣∣∣a11 a13a13 a33




∣∣∣∣ lm+ 2 ∣∣∣∣a12 a13a22 a23
∣∣∣∣ km+ 2 ∣∣∣∣a23 a12a33 a13
∣∣∣∣ kl = 0. (3.9)
Dı́ky větě 3.8 a skutečnosti, že př́ımky pi se dotýkaj́ı kuželosečky K ∀i = 1, . . . , 5,
plat́ı 












































Význam této soustavy rovnic ukazuje následuj́ıćı věta.
Věta 3.9. Je-li K regulárńı kuželosečka a př́ımky pi, i = 1, . . . , 5, takové, že plat́ı soustava
(3.10), pak je determinant matice této soustavy singulárńı, tj.∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

























5 l5m5 k5m5 k5l5
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0. (3.11)
Důkaz. Stejně jako u soustavy (3.3) i zde plyne singularita matice soustavy z nenulovosti
vektoru neznámých. Tento vektor je v našem př́ıpadě vektorem minor̊u druhého řádu
determinantu matice kuželosečky.
Jelikož se platnost věty vztahuje na regulárńı kuželosečku, stač́ı tento d̊ukaz provést
pro elipsu, hyperbolu a parabolu.
Pro elipsu a hyperbolu je nenulovost vektoru neznámých zaručena t́ım, že se jedná
o středové kuželosečky; člen a11a22−a212 je totiž zároveň determinantem kvadratické formy
kuželosečky (tj. |Ā|), který rozhoduje o tom, zda má kuželosečka nějaký vlastńı střed.
Tento determinant je v př́ıpadě elipsy a hyperboly nenulový, tud́ıž i vektor neznámých je
nenulový.
V př́ıpadě paraboly je d̊ukaz o nenulovosti vektoru neznámých komplikovaněǰśı a pro-
vedeme ho sporem. Parabola je kuželosečka regulárńı, tzn. determinant jej́ı matice je r̊uzný
od nuly (|A| 6= 0), a také kuželosečka středová, tedy determinant matice jej́ı kvadratické
formy je nulový (|Ā| = 0). Rozeṕı̌seme-li zmı́něné determinanty, pak muśı pro parabolu
platit
|A| = a11a22a33 + 2a12a13a23 − a11a223 − a22a213 − a33a212 6= 0 ∧
∣∣Ā∣∣ = a11a22 − a212 = 0.
Pokud |A| uprav́ıme na tvar
|A| = a33(a11a22 − a212) + 2a12a13a23 − a11a223 − a22a213
vid́ıme, že prvńı člen takto rozepsaného determinantu |A| muśı být nulový, pro parabolu
tedy dostáváme podmı́nky
2a12a13a23 − a11a223 − a22a213 6= 0 ∧ a11a22 − a212 = 0. (3.12)
Budeme-li dále uvažovat všechny př́ıpady, pro které je vektor neznámých naopak roven nu-
lovému vektoru, vyjdou nám tři možné sady řešeńı, pro které ukážeme spor s vlastnostmi
paraboly, a t́ım platnost věty pro parabolu:
1. a11 = a12 = a22 = a13 = a23 = a33 = 0 :
Vzhledem k nulovosti všech koeficient̊u se nemůže jednat o parabolu (ani o jinou
kuželosečku), nav́ıc je toto řešeńı ve sporu s prvńı podmı́nkou z výčtu (3.12).
2. a11a22 = a
2
12, a12, a22 ∈ R, a13 = a23 = a33 = 0 :
Nulovost koeficient̊u a13, a23 a a33 po dosazeńı nevyhovuje prvńı podmı́nce z výčtu
(3.12), nemůže se tedy jednat o parabolu a dostáváme spor.
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3. a11a33 = a
2
13, a12a33 = a13a23, a22a33 = a
2
23, a13, a23, a33 ∈ R :
Po dosazeńı této sady řešeńı do prvńı podmı́nky z výčtu (3.12) můžeme psát
2a12a13a23 − a11a223 − a22a213 = 2a212a33 − a22a11a33 − a11a22a33 =
= 2a33(a
2
12 − a11a22) = −2a33(a11a22 − a212) 6= 0.
Protože podle druhé podmı́nky z výčtu (3.12) muśı být člen a11a22 − a212 = 0,
dostáváme spor.

Učińıme-li Laplace̊uv rozvoj determinantu v rovnici (3.11) podle jeho prvńıho řádku,
dostaneme ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣




































5 l5m5 k5m5 k5l5



























































∣∣∣∣∣∣ kl = 0.
Z porovnáńı rovnice výše a rovnice (3.8) můžeme vidět, čemu se rovnaj́ı členy z vek-










5 l5m5 k5m5 k5l5


















5 l5m5 k5m5 k5l5











































a22a33 − a223 = D1,
a11a33 − a213 = D2,
a11a22 − a212 = D3,
a12a13 − a11a23 = D4,
a12a23 − a22a13 = D5,
a13a23 − a12a33 = D6,
(3.13)
což je soustava šesti nelineárńıch rovnic pro šest neznámých (aij)i,j=1,2,3. Když zavedeme
pomocné členy
Q := D1D2D3 −D1D24 −D2D25 −D3D26 + 2D4D5D6,
P11 := D2D3 −D24,
P12 := D3D6 −D4D5,
P22 := D1D3 −D25,
P13 := D2D5 −D4D6,
P23 := D1D4 −D5D6,
P33 := D1D2 −D26,
pak má soustava (3.13) dvě sady řešeńı lǐśıćı se znaménkem ve tvaru
a11 = ∓P11 ·Q−
1
2 ,
a12 = ±P12 ·Q−
1
2 ,
a22 = ∓P22 ·Q−
1
2 ,
a13 = ±P13 ·Q−
1
2 ,
a23 = ±P23 ·Q−
1
2 ,




Podle soustavy (3.14) by tedy hledaná pomocná elipsa (či obecně regulárńı kuželosečka)
měla rovnici















2 ovšem může vycházet jako komplexńı č́ıslo a dále p̊usobit komplikace
při výpočtu charakteristik kuželosečky. Po vynásobeńı zmı́něné rovnice kuželosečky K
č́ıslem Q
1
2 źıskáme novou rovnici
K : ∓P11x2 ± 2P12xy ∓ P22y2 ± 2P13x± 2P23y ∓ P33 = 0, (3.15)









Poznámka. Rovnice (3.11) vyjadřuje jednoznačné určeńı kuželosečky z pěti tečen
v souladu s Větou 3.2. Dá se interpretovat tak, že k takovým pěti př́ımkám
pi : kix+ liy +mi = 0, i = 1, . . . , 5, které splňuj́ı předpoklady Věty 3.2, se každá šestá
obecná př́ımka p : kx+ ly +m = 0 vyhovuj́ıćı této rovnici dotýká právě jedné kuželosečky.
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∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

























5 l5m5 k5m5 k5l5
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0 :
Obrázek 12: Kuželosečka jako obálka př́ımek
3.4 Výpočet charakteristik pomocné elipsy z jej́ıch koeficient̊u
Protože už dokážeme analyticky určit koeficienty pomocné elipsy (at’ už jedńım či druhým
př́ıstupem), ukážeme si v této kapitole, jak z nich vypoč́ıtat jej́ı charakteristiky, předevš́ım
délku hlavńı poloosy a, délku vedleǰśı poloosy b, polohu středu S = [xs; ys] a úhel natočeńı ϕ
definovaný jako úhel mezi hlavńı osou elipsy a kladnou část́ı hlavńı souřadné osy.
Obrázek 13: Charakteristiky elipsy
Poloha středu S
Podle soustavy (2.25) muśı pro souřadnice středu S = [xs; ys] středové kuželosečky K
platit
a11xs + a12ys + a13 = 0,
a12xs + a22ys + a23 = 0,
































Poznámka. Protože člen a11a22−a212 je zároveň determinantem kvadratické formy (tj.
∣∣Ā∣∣)
kuželosečkyK, která je v našem př́ıpadě středová, muśı platit, že a11a22 − a212 6= 0. Výpočet
pod́ılem podle Cramerova pravidla ve vzorci (3.18) je tud́ıž korektńı, pro středovou kuželosečku









∣∣∣∣ = 1∣∣Ā∣∣(a12a13 − a11a23).
(3.19)
Délka hlavńı poloosy a, délka vedleǰśı poloosy b
K výpočtu těchto veličin využijeme charakteristickou rovnici kuželosečky určenou vzta-
hem (2.35) a invarianty kuželosečky z podkapitoly 2.4.7. Jestliže přeṕı̌seme rovnici (2.35)
pomoćı těchto invariant̊u, dostáváme z p̊uvodńı tvaru
λ2 − (a11 + a22)λ+ (a11a22 − a212) = 0
jeho novou formu
λ2 − Tλ+
∣∣Ā∣∣ = 0. (3.20)















Pro druhé mocniny délek hlavńı a vedleǰśı poloosy elipsy pak plat́ı (viz např. [9])
a2 = − 1
λ2
|A|∣∣Ā∣∣ = − |A|λ1λ22 ,
b2 = − 1
λ1
|A|∣∣Ā∣∣ = − |A|λ21λ2 .
(3.22)




√√√√ 2|A|∣∣Ā∣∣ (√T 2 − 4 ∣∣Ā∣∣− T) ,
b =
√√√√ 2|A|∣∣Ā∣∣ (−√T 2 − 4 ∣∣Ā∣∣− T) .
(3.23)
Úhel natočeńı ϕ
Pro výpočet úhlu natočeńı elipsy rozlǐsujeme čtyři zp̊usoby výpočtu v závislosti na tom,
jaké má kvadratická forma elipsa koeficienty: [11]
ϕ =

0 pro a12 = 0, a11 < a22,
π
2












) pro a12 6= 0, a11 > a22.
(3.24)
Poznámka. Ze vzorce (3.24) můžeme vidět, že natočeńı elipsy skutečně zálež́ı jen na jej́ı
kvadratické formě. Pro a12 = 0 dostáváme elipsu v tzv. normálńı poloze, tedy jej́ı hlavńı
a vedleǰśı poloosa jsou rovnoběžné s osami souřadnicového systému.
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Závěr
Původńımi ćıli práce bylo popsat problematiku měřeńı ovality, nastudovat potřebný ma-
tematický aparát a vytvořit jednoúčelovou aplikaci umožňuj́ıćı odhadnout ovalitu extru-
dované vlákna.
Problematikou měřeńı ovality se zabývaly předevš́ım kapitoly 1 a 3. Kromě nástinu
úlohy o měřeńı ovality a schématického návodu k jeho provedeńı se kapitola 1 také
zmı́nila o povaze extrudovaného vlákna (tj. jeho technických parametrech), jeho využit́ı
v praxi a v neposledńı řadě rozvedla motivaci ke zjǐst’ováńı jeho ovality. Mimoto také
pojednala o principu fungováńı měřićıho zař́ızeńı a jeho nedokonalostech a dále uvedla
předpokládané zjednodušeńı modelu, se kterým tato práce kalkuluje.
Kapitola 2 se snažila obsáhnout většinu matematických poznatk̊u z lineárńı algebry
a projektivńı geometrie potřebných k řešeńı problému měřeńı ovality vlákna. Vzhledem
k faktu, že skutečný nedokonalý pr̊uřez zkoumaného vlákna je v práci aproximován po-
moćı pr̊uřezu eliptického tvaru, směřovala celá tato kapitola k výstavbě analytické teorie
kuželoseček. Jej́ı prvńı podkapitoly pojednávaj́ıćı o vektorových, afinńıch a projektivńıch
prostorech a dále o bilineárńıch a kvadratických formách tedy posloužily předevš́ım jako
základ pro korektńı zavedeńı pojmu kuželosečky v analytickém smyslu.
Největš́ı praktický př́ınos má pak kapitola 3, která se zabývá samotným výpočtem ova-
lity vlákna a popisuje dva př́ıstupy, jak tento výpočet realizovat. Využ́ıvá závěr̊u nabytých
v předchoźıch kapitolách, rozvád́ı je a zmiňuje daľśı věty z teorie kuželoseček a projektivńı
geometrie následně užité v př́ıslušných výpočetńıch př́ıstupech. Obecné závěry z analytické
teorie kuželoseček aplikuje na elipsu, a t́ım ukazuje zp̊usoby, jak vypoč́ıtat jej́ı charakteris-
tiky (tj. zvláště délku hlavńı a vedleǰśı poloosy, př́ıpadně polohu středu a jej́ı úhel natočeńı
v̊uči souřadné soustavě).
Začátek této kapitoly shrnuje podmı́nky jednoznačného určeńı kuželosečky pomoćı
pěti známých r̊uzných prvk̊u v rovině (tj. pěti bod̊u, kterými kuželosečka procháźı, pěti
př́ımek, kterých se kuželosečka dotýká anebo pomoćı kombinované pětice bod̊u a tečných
př́ımek). Dı́ky těmto určuj́ıćım podmı́nkám a principu duality bylo možné dále ukázat,
jak lze analyticky určit obecnou rovnici kuželosečky z pěti bod̊u či naopak z pěti tečen.
V textu je ukázáno odvozeńı těchto vztah̊u a d̊ukazy (či ideje d̊ukaz̊u) jejich platnosti.
Nutno dodat, že autorovi známá česká literatura se zabývá určeńım kuželoseček pomoćı
těchto prvk̊u sṕı̌se konstruktivně a analytickému výpočtu rovnice kuželosečky se vyhýbá.
I když analytické určeńı obecné rovnice kuželosečky z pěti bod̊u v rovině je v zahraničńı
literatuře někdy popsáno, tak nelze nezmı́nit, že početńımu určeńı rovnice kuželosečky
z pěti tečných př́ımek se literatura prakticky nevěnuje. V práci jsou oba tyto vztahy
popsány, č́ımž text šel za hranici p̊uvodně vytyčených ćıl̊u.
V př́ıloze pak lze naj́ıt aplikaci, která ovalitu vlákna odhaduje včetně návodu na jej́ı
použit́ı a poznámek.
V př́ıpadě, že by soustava uzp̊usobená k měřeńı ovality extrudovaného vlákna byla
přesně seř́ızena a na senzorech kamer nedocházelo ke geometrickému zkresleńı, pak by
zp̊usoby výpočtu ovality popsané v této práci měly na reálných datech fungovat přesně.
Odchylka takto naměřených dat od skutečných hodnot už ale neńı součást́ı tohoto textu
a může být předmětem daľśı studie.
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Seznam použitých zkratek a symbol̊u
R množina reálných č́ısel
C množina komplexńıch č́ısel
T č́ıselné těleso
Re(z), Im(z) reálná složka komplexńıho č́ısla z, imaginárńı složka komplexńıho
č́ısla z
V, V reálný vektorový prostor, k němu komplexně sdružený vektorový pro-
stor
V C komplexńı rozš́ı̌reńı reálného vektorového prostoru
v,v vektor, k němu komplexně sdružený vektor
o, e nulový vektor, jednotkový vektor
−→
AB vektor z bodu A do bodu B
Vn n-rozměrný reálný vektorový prostor
Pn n-rozměrný projektivńı prostor nad tělesem T
NA množina všech jednodimenzionálńıch podprostor̊u prostoru Vn
X = (x1;x2;x3) bod dvourozměrného projektivńıho prostoru zadaný v homogenńıch
projektivńıch souřadnićıch
A reálný afinńı prostor
AC komplexńı rozš́ı̌reńı reálného afinńıho prostoru
An projektivńı rozš́ı̌reńı reálného n-rozměrného afinńıho prostoru
ACn projektivńı rozš́ı̌reńı ACn
N nadrovina nevlastńıch bod̊u
E∈, E2 reálná euklidovská rovina
A = [x; y] bod euklidovské roviny zadaný v nehomogenńıch kartézských
souřadnićıch
f(x,y) bilineárńı forma vektor̊u x,y
fC komplexńı rozš́ı̌reńı reálné bilineárńı formy f
F (x) kvadratická forma vektoru x
FC komplexńı rozš́ı̌reńı reálné kvadratické formy F
Af , AF matice bilineárńı formy f , matice kvadratické formy F
En jednotková n-rozměrná čtvercová matice
vT ,MT transponovaný vektor v, transponovaná matice M
|M | determinant čtvercové matice M
h(M) hodnost matice M
K kuželosečka
A ∪ B, A ∩ B sjednoceńı množin A a B, pr̊unik množin A a B
A ⊆ B, A ⊇ B A je podmnožina množiny B, A je nadmnožina množiny B
A ⊕ B př́ımý součet množin A a B
a ∈ A, a /∈ A prvek a nálež́ı množině A, prvek a nenálež́ı množině A
∀ všechna, pro všechna
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Seznam př́ıloh
A CD s aplikaćı, návodem k jej́ı obsluze a poznámkami
B Stručný popis aplikace
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A CD s aplikaćı, návodem k jej́ı obsluze a poznámkami
Ve složce
”
Ovalita“ na CD je možné naj́ıt dva soubory:
1. aplikace.exe
• spoušt́ı aplikaci modeluj́ıćı princip měřeńı ovality bez nutnosti mı́t nainstalo-
vané Microsoft Visual Studio nebo podobný software
2. readme.pdf
• obsahuje návod k obsluze aplikace a poznámky
B Stručný popis aplikace
Aplikace byla vytvořena v prostřed́ı Microsoft Visual Studio 2010 a naprogramována
v jazyce C#.
Okno aplikace se dá rozdělit na tři části:
• pracovńı plocha (červeně)
• displej (modře)
• tabulka s výsledky (zeleně)
• V pracovńı ploše se zadává šestice optických tečen t1, . . . , t6 v parametrickém tvaru,
tj. pomoćı souřadnic optických střed̊u kamer S1, S2, S3 a pomoćı složek směrových
vektor̊u př́ıslušných př́ımek.
• Tato soustava př́ımek a bod̊u je pak znázorněna na displeji, včetně označeńı
př́ıslušných př́ımek a zobrazenou aproximaćı vlákna.
• Vpravo dole je nakonec možné naj́ıt tabulku s výsledky, která ukazuje vypočtené
charakteristiky pomocných elips a aproximace vlákna.
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